
ランダム･カッティングによるサイズ分布

4. おわ りに

以上は都市や地域に,積分幾何学や幾何確率を応用して得 られた結果である｡このような研

究に着手 した理由は,都市や地域を研究の対象としているうちに,次のような考えを抱 くに至

ったからである｡

都市においては,一つの平面がいろいろな用途に使用されている｡たとえば道路のように,

そこを通ってどこ-でも行 くことができることに意味のあるものもあれば,多くの建築物や緑

地のように,そこにあることで一応の目的が達せられるものもある｡限られた同一平面をこれ

らにあて, 日々の活動をなんとか支えているということは,考えてみれば大変なことなのかも

しれない｡

最後に,多くの方達のご指導をお願いするとともに,本研究会に参加する機会を与えて下さ

った,小川泰先生に心から感謝の意を表 します｡
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東北大 ･工 原 啓 明

NY 州 大 藤 田 重 次

1 はじめに

種々の長さの要素から成る系を考える｡各要素がカッティング,或いは再結合によって長さ

を変える場合,この効果により系 (集団 )のサイズ分布は変る｡この長さの変化を伴 うサイズ

分布の問題払 晶析 1),金属粉粒子の造粒 2),高分子の分裂 3)等では重要なプロセスである｡

ここでは,ある分布で特徴づけられたランダム ･カッティングとその要素の再結合を考慮 し
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た系のサイズ分布の問題を一つの確率過程のモデルとして論ずる｡

2. 形の変形を記述する方程式

形 (長さ, i)を変える要素の位置3,時刻 tにおける分布関数をn(-n(3,i,i))と

表すと,一般に領域 vl(i)内にある要素の個数の時間変化は

ヰ J ndv-∫(B-D)dy, (dv-dxdZ)
dt Z11 Vl

(2.1)

と書ける｡BとDは単位時間当りの生成 (Birth)と消滅 (Death)プロセスを表す｡従って

BとDによるプロセス,Cをnから差引いた㌃-n- C は,連続の式となる｡, 以下ではこの

連続の式を,要素とその環境体 との結合 を要素のモー ドとして定式化する CoupledRandom

walks(CRW)4･5)によって導出する｡この時,要素 (Walker.)のモー ドは長さ(サイズ)Zを

表す｡簡単のため一次元で考える｡原点から出発したWalkerがNステップ後にモー ドiの位

置 ,nに到達する確率W(i)(,a,N)は,N-1ステップにおける対応する確率

W(i-P･1)(,n+α･1,N-1),(a,Jg-±)

とそこからW(i)(,a,N)へと, "飛び移る確率〝

p禁il)(mJ訊-all),盲pN(i,iサ 1)(m I- )

によって,漸化式

W (i)(7n･N)-P+N(-il)(7nl7n- 1)W(i)(7n- 1,N-1)

+p-N(_il)(7nl7n+1)W(i)(Tn+1,N-1)

+穂i,乙~1)(n Jn)W (i-1)(n,N-1)

+妄語 t+l)(TnJn)W (L'1)(孤,N-1)

で表わされる｡ Pa(i)と盲G(i･iサ 1)はその定義から規格化条件 :

∑paN(_il)(m+a･1Im)+ ∑言霊Li+a･1･i'(m ln )-1
α=± α=±

を満す｡形 (長さ)を変えるプロセスが祉i+a･1･i)によって
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盲aN(jl･i-a･1'(mlm)-Rα+ ▲..JI
W (i~al1)(,a,N-1),.=2

na

∑ caN(_81-a･j)(Tn) (2.3)

(k<0, α-±, M2- i+ nJ Ml- i-n+)

と記述 されるものとすると･ (2･3)の右辺のカッティングの効果を表わす因子C;(_iIj)と再結

合の効果 を表す因子C歪li-j)は, とび移る確率の規格化条件から

n_

訂 C右上il-,)(孤)+∑C-N'_il･,)(m)-0
ノ=2

を満さなければならない｡

I--2

1図

tlZf

-I;:sj'1-

2図

(2.4)

式 (212)の漸化式は連続化 (7n- x-ma,i- i- ib,N- i-Nto;a,A,to;単位量)

によって

aw
∂£-T.Tx(p+-辛 )∽亮 .蛋 (p'･p-)W

α∂

- tb｡去 (7+-7-)山 Zi.器 (告 7-)W
(2.5)

となる｡小文字の関数は,離散値をとる大文字の関数に対応する連続関数である｡ (2.3)と

(2.4)は

･､ノ:±

r (x,Z±b･t-to)- r±+

k 1

W (a,Z±A,i-to)A

･J c±(a,Z′,i-t｡)d∠′
L±

言 (IL.C烏 ,l′･i)d… 仔 ｡∬･i,･i,d∠′)-0エ~
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となる｡ただし

L'E l , , l ] , L-∈ [ l, l' ] ･ l±- (MM : )A,C± (x, i)- 0 , ∠< 0

である｡

3. 定常状態のサイズ分布
′ヽ､_′

式 (2.1)で説明したnのモデルとして (2.5)- (2.7)で記述されるWを使い,その定常状鰻

のサイズ分布

W(/)(-Ju'(a,i)dx)

を調べる｡議論を簡単にするため

言 Af選 ≫ 霊 孟 蔦 ), Ap- p - p

+

i A r37≫ 芸 £ (器 )I Ar- r+ - r

aw

to
(3.1)

と制限する｡図2に示す断面積Sを通過する正味の体積流 (volumeflow )Qを導入すると,

ガウスの発散定理から(2.5)紘

33111+- W(lト 67;ご- -0

1 k

∂/ ､GT
(3.2)

(a-bAr/i., T - vl/Q)

となる｡

C-(i)-Jc~(x,/)dx

･の大きさは vl～ t｡/Apである｡導出り際 Z - -0,i+は十分大として C+とC~の関係払

長さの変化 Z- /+Azに対する(2.7)からの条件, a+- C-- 0を使った｡(3.2)の解は,

腫種の分布をW(i - 0)- woとすると

W(i)- w oexpト か [1･K豊 吉]

F(i)-JZe∠′′GTc-(Z′)d/′
0

(3.3)

(3.4)

となる｡ (3.3)の様子は図 3に示す｡サイズ分布は k(<0)によってZの小 さい方 にずれて
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いる｡従って k>0では逆の効果が予想される｡

%

t.0

0.1

0.01

0.001

0.0001
At6(/Agl｡el

～
3図 logw/wo=1 7+ log[1+ kF/woGto] の表式で,

C~(i)-1-e~ll, i((1として指数分布からのずれを

示す｡

4. ランダム ･カ ッテ ィングのモデル

C-(i)のモデルを考える前に,まず長さを表す確率変数をYとし,次式で定義される確率密

度の極限を考える｡

p r ( Z<Y<Z+A召 Z<Y)

AZ-0+ Ai
スp(～)- lim (4.1)

これは,長さJの要素が,更に』/だけ成長したときに切断される確率密度を表す｡ここでは

特に添字 pをっけてプロセスの確率密度分布関数 p(i)を示す｡この p(～)によって C~(ど)

は次式で定義される｡

～

C~(～)-∫p(Z′)dZ′
0

(4.1)に

p,(Z<Y</+AJnZ<Y)- p(～)dZ,p,(よくY)-1-C-(i)

を代入して得られた微分方程式は初期条件 C~(/)-Oで解 くと

～
β‖ )-吊 J)exp[一一JH J′)dJ′]

0

(4.2)

(4.3)

となる｡ i(i)として, (i) 一定の割合で切れる場合, i(i)-}O, (ii) Zが長 くなると

切れやすくなる場合, alzα-1(α>1)に分類すると,

β(～)-α㍑ α~1exp(-αJα)
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となる｡結局 C-(i)は 1-exp(-)Zα)となる｡

M

I I

tbI

N-I1

4図 記号 Jは ≠切断〝する結合点 を示す0

特に(i)の β(～)は, これを直接Ⅳケの結合点の鎖に〟ケの切断を行う問題として導出可能

である6)｡即ち鎖にMケの切断を行う場合,長さnの区間の鎖を残して切断を行 うと云 う条件

をっけた場合の数 (図4),

p(n,- (蛋: ;,/(;,,"n-F l)p(n,- 1

で p(n)を定義した後,

〃/〟 -¢(一定), 〟,〟- -

の極限をとり,この式を更にQb-Jo,nb-Zで連続化すると

p(i)-ilexpト 孟 )

1

となる｡ Joは

C<)

1｡-(i)-∫ Ip(i)dZ0

に等しい｡

(4.4)

(4.5)

5. まとめ

系を構成する要素のサイズ分布から要素間のダイナミクスを調べる一つのモデルとして,

CoupledRandomWalks(C氏w)にもとずき,形の変形を伴った確率過程を考えた｡CRWの漸

化式は(2.2), (2.3)で示した様に状態間をとび移る確率の与え方によって結果は変る｡この

点は未知のダイナミクスに対するこe)定式化の利点の一つでもある｡ここでは定常分布におけ

るサイズ分布は,簡単のたや∬とZに関する "拡散項〝を無視 して議論した｡しかしこの項を

考慮すれば,興味ある問題である金属粉粒子の2重モードのサイズ分布 7)の議論が可能となる｡8)
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又, (2.5)を直接解 くことで時間に依存するサイズ分布 も調べることが出来る｡このとき, §

4の議論は当然のことながら拡張した

Ip(i,i), p(～,i)

で行わなければならない｡最後に,もっといろいろな条件のもとで (4.4)と(4.5)で述べた

〟(～)に相当する表式の評価を行い指数分布 し4.5)と異なる分布が得 られている｡6)
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