
ある高次元ア トラクターのリアプノフ特性

に依存し,スペクトル構造の詳細は普遍的性質とはなり得ない｡しかし,スペクトル構造の包

絡線は,上記のように,Eに依らない逆ベキ別に従い,その指数は,間欠的カオスの普遍性を

定量的に代表するものといえる｡なお,指数の値 3,2,1は,異なるラミナ-状態間の相関を

無視して得られたもので,RPA近似または平均場近似の値に相当するものと考えられる｡

ある高次元ア トラクターのリアプノフ特性

京大 ･理 物理 池田研介,松本健司

§1.研究の目的と方法

無限自由度の系でみられるchaosを研究する｡chaosの原因である双曲的不安定性に象徴さ

れる力学的な機構が,時系列の比較的単純な統計処理によってえられる諸特性 (フ-リェ特性,

フィルター特性等々 )にどの様な形で顔を出すか ? 乱流のイメージとしてよく引合いに出さ

れるカスケー ド過程と系の力学的構造がどう結びついているか? 具体例によるcasestudy

によって普遍的と思われそうな性質を抽出しその内的関連をさぐる｡我々の用いるモデルは毎

度おなじみの遅延微分方程式

dx(i)/dt--3(i)+ pf(∬(i,-tR)) ------(1)

ここではJ(α)-cos∬である｡この方程式は双曲型の方程式 (例 Maxwell方程式)がからむ

系,例えばレーザや非線形光共振器のモデルである｡p(-入力ェネルギ/散逸 :レイノルズ数

のごときもの)とtR(ちえん時間 :系のサイズに関係 )のてきとうな選択によって質を具にす

る様々なカオス状態がっくれ,しかも数値積分が安価で我々の目的にかなっている｡

§2. リアプノフスペクトル, リアプノフ基底,フ-リェ基底

(1)はベクトル完-(a(i))(t｡≦t≦t｡+tR)から言′-tx(i))(t｡+tR≦t<t｡+2tR)-の

写像を定義する｡解xj1,X12･-X狩-を考え妄1まわりの微小球 ta3 1露 1- 1の時間発展を追う｡
=E

それはだ円酎83nA;183nに変化する｡だ円主軸長の平均増幅率 Ii(右.1>l乙)がリアプノフ指

数,主軸方向の単位ベクトル盲乙(Sn)がリアプノフベクトルOアトラクターは=nの近傍で軸長
,iL
e乙のだ円(リアプノフだ円体 )の様に局所的に伸び(縮んで)いる訳である｡Iiを大きい順

n

に並べた所謂 リアプノフスペクトルを図1に示す｡面積具スげ ゼロになる様なnケの次元の中

- 341-



池田研介,松本健司
n

でアトラクタを見るとその体積成長率 expiEPi

は′1になり不変｡そこでnをア トラクターの次

元DAと呼ぶ｡下の例ではDA=68.DAはp又は

iR(境界条件 )と共に増大するotRの増大に対

しリアプノフスペクトルは(当然のことながら)

スケール性をもつがpに対してはそうではないO

リアプノフ基底は系の力学的な不安定 (安定 )

方向を指定する 《力学的''座標である｡これに

ト
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対置して,系が安定な時の線形モー ドに近いと
図1

いう意味で くく自然な''座標系としてフ-リェ基

底 f7-teikt)(o≦t≦tR k-2n打/tR)を導入しよう.

ところがこの2つの基底, リアプノフ基底とフ-リェ基底は密接に関係する｡即ち

《リアプノフ基底とプーリェ基底は統計的な意味で1対 1に対応す0"

ei(xl)tま盲に依存するo今,ノルム<尼rxト fkr>=∈A (Aはアトラクタ)を最小にするk
はk-iなのである｡更に

《7-リェ基底を出発点にとると, リアプノフスペクトルの収束が極めて速い｡】"

schmidtの直交化法によってリアプノフ指数をもとめる際に,iterationのstartingbasisとし

てフ-リェ基底を用いると,わずか1回の演算操作で全 リアプノフスペクトルの概形がもとま

ってしまう｡この意味で7-リェ基底はリアプノフ基底に近い｡しかしリアプノフベクトルは

局在性 (in time)が強く,この意味でフ-リェ基底に相補的である｡

§3. リアプノフスペクトルとリアプノフ成分そしてフ- リェ成分｡

リアプノフ基底に沿ってアトラクターのサイズを測ると,それはどの様に見えるだろうか?

射影<Iii(香)･(言< =>)l>言∈A の平均,つまりアトラクターのi方向の長さをzi(盲)とか

く｡それは不思議なことに盲依存性を強く示さない｡即ちア トラクター上の任意の点上のリア

プノフ基底からみて,アトラクターの形状はみな同じ様にみえるのである.Zi(盲)をリアプノ

フ成分と呼ぼう｡リアプノフ基底でみたアトラクターの概形は,リアプノフスペクトルと極め

て深い関係をもつ｡

吠ア トラクターのグローバルな形状は対数尺度でリアプノフだ円体に相似である｡"

より厳密にはJ乙…<Zi(盲)>盲∈A iこ対して,アトラクター内外で異った2つのexponentα

<α′が存在して
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/了Y-
(exp右)α i≪DA

(exp右)α′i≫DA

1例を図2に示 した｡以上のことから

7-リェ基底でみたア トラクター

>フ- リェベクトル

リアプノフ基底でみたアトラクター

･リアプノフベクトル

といううまいゴロ合わせが成 り立っ｡前者

が定義であるのに対 し後者は広い範囲での

シミュレイシヨンの結果である｡このことはリアプノフ

基底が系の力学的ゆらぎを観測する上で極めて有用であ

ることを示唆する｡

さて,それではリアプノフ成分はプー リェ成分とどの

様にして関係 しているのだろうか? それについては次

の事がわかっている｡

J至芸∑pk(i)ck2
k

ここにCkはフーリエ成分,Pk(i)tまく(盲i(i)･fk)2>glEA

図2

C(I,k)

図3

ゆえPR(i)ci …C(i,k)を第kフ- リェ成分の第iリアプノフ成分-の寄与と呼ぶ｡C(i,k)

は(i,k)平面上で図3に示す様な挙動を示す｡

ここに iD及びkDは大体次元DAと一致する｡従ってiがア トラクター内部(i≪iD)から外

に向って増えると共にそれに寄与するフ-リェモー ド数も増加するがア トラクター外部に出る

と,もはやその数は飽和Lk≦kDなる くく内部7-リェモー ド''のみによってア トラクター外の

ゆらぎがっくられる訳である｡逆に関しても同様な関係が存在しているだろう(もう少し複雑

らしい)｡とするならば次節に示す様に,フ-リェ成分がァ トラクターの 代内"と ∝外力で質

的に異なる振舞いを示 しても何 ら不思議ではない｡

§4.時系列のフ-リェ処理によって見えるア トラクターの内と外

rr!_ut_tlglin_fprLmatioB- 初期の情報が時間経過後も残留している度合を測るためにはmu-

tualinformati｡nが最適である.フ-リェ成分C(kn)-f7･xinのmutualinformationを step
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の関数として表示した(図4(a))｡すぐ減衰する長波長成分と尾をひいて減衰する短波長成分

が区別できる｡この境界がほぼアトラクターの次元に一致することが広いパラメタ一領域で確

かめられている｡
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図 4(a)

time-series- 与えられた波数

k以下の7- リェ成分を7-リェ逆変換してえら

れた timeseriesx(k,i)も,アトラクターの内

外を見るためには有用である｡a(k,i)の活性領

域が示すパターンを(k,i)空間の中に示 したの

が図4(b)である｡パターンに強い連結性が存在

する短波長領域 (これはバース トである｡)と, メ

ターンの消長がデタラメな長波長領域に分かたれ

ることがわかる｡この区分点がアトラクターの次

元と一致するか否かは目下検討中である｡
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この様にアトラクターの内外は,割合かんたんな時系列処理からえられた諸量に顔を出すこ

とがわかってきた｡一部の人が言うように決してアトラクターの次元は空疎な概念ではないよ

うに思われる｡
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