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重力場での非線形拡散系における統計的評価

宮崎大 ･工 餌 取 寛 次

(1985年 5月 30日受理 )∨

摘 要

重力の影響 を受ける拡散粒子数密度の非線形方程式から,粒子数密度依存 を有する拡散係数

を考慮 した定常解が得 られる｡この定常解と確率過程論的検討から,粒子数密度及び粒子位置

についてのそれぞれの期待値が示 される｡これらの期待値から非線形系 としての特徴が,従来

の線形系 としてのカノニカル分布からのずれ として重力の影響 と共に示 される｡

§1 序

前回の報告 1)で示された非線形拡散方程式から,二元合金の実験的根拠 2)を基にした拡散係

数の密度 (一次密度 )依存性 を考慮 した定常解が求められる｡この定常解 としての拡散粒子密

度に対 して,Langevin方程式における揺動力に対するランダム過程 3)を考慮することによって,

粒子数密度及び粒子位置の期待値が得 られる｡

§2非線形拡散方程式と拡散係数

重力場を考慮 した Brown粒子の Langevin方程式,重力方向-の粒子速度 Vの集団平均<V>

を考慮 したFickの法則及び連続の式 を組合わせることによって, 任意時刻 tでのZ方向にお

ける粒子数密度 p(Z,i)に対 して次の式が与えられるol)

∂p(I,i)∂≠ニー<〟(≠)>
∂p(Z,i) ∂ ,_∂p(I,i)

+重 (D∂ Z ∂Z
) Z,≠>O, (2.1)

但 し<V(i)>は<R(i)>-0及び V(0)-V｡ (一定 )によって与えられるものであり,1'拡散係数

DはD｡及び スを材料の物理的性質で決まる任意定数 として

D - D｡[1+}p(I,i)]

で与えられるものとする｡
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上述 した u(i)についても相関時間 Tを用いた速度の自己相関関数<V(i)V(i+T)>を考慮

し,さらにエネルギー等分配則及び純ランダム過程を適用することによって次の各式が与えら

れる.3)

<u2(i)>-kBT/7n

<R(i)R(i+I)>-2γkBTヴ(r),

(2.3)

(2.4)

但 し, kB :Boltzmann定数, T :絶対温度, n :粒子質量,

R(i):揺動力, γ:まさつ係数

であり, ♂(I)は Diracのデルタ関数を示す｡

Brown粒子の位置 Z での分散<(Az)2>は, (2.3)及び (2.4)式を考慮することによって

求められる｡

<(Az)2-<Z2>-<Z>2

- 2(堤 )i(1一 言 [- exp(-上 目 ])r ､ rt m

⊥(竺 )21(苧 )[(聖 )+2V.]㍗ γ

×[2-3exp(-1 t)+2exp(-2lL t)]
77L

+V.2[1- ｡X,(-エt)]2‡
77Z,

拡散定数Doの定義4'によって (2･5)式を用いると

<(dz)2>

t→∞ 2i
Do-lim -kBT/r

7n

が得られる｡この(2.6)式は自己拡散定数に対するEinsteinの関係式を示 している｡

したがって(2.2)及び (2.6)式から,定常状態での拡散係数DFま

Db)- 空立 [1+lp(i)], P(I)=P(Z,∞ )
γ

として表示される｡
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§5 定常解

定常状態では(2.1)式は次のようになる｡

･V(-),g )-£ [D'p)･塑 ],dz

< u(-)>ニー 苧 (文献 1)参照 )･

(2.7)及び (3.1)式から

･& p(Z)- + lp(Z))誓 -C, C-任意定数

(3.1)

(3.2)

(3･2)式において従来のカノニカル分布 (i-o) , p(Z)-p｡PXp(-β7ngZ), (p.-P(0),

したがって(3.2)式の解は遂次近似によって

pk)/p.-exp(lp.一極 Zト (}p.)(p(Z)/p｡)2一意 (lp.)2(p(Z)/p.)3･･･---

-exp(lp｡-p-gZ)(1-(̂p｡)exp (lp｡-Pn9Z上 方 (lp.)2

･exp[2(lp｡-拘 Z)]i (lp.)3･exp[3(}p｡-PmgZ)] ･･･-･---

･ (lp.)2exp[2(lp｡-♂-gZ)][2十号 (lp｡)exp(lp｡-PmgZ)I

･･---]×[1-(lp.)exp(lp｡-TP7ngZ)-ま (Ap.)2

× exp[2(}p｡-β7ngZ)]--.･--]--1

上式から次の近似式が得られる｡

pb)/p｡-exp(-PTngZ)(1+}p｡[1-exp(-β7ngZ)]

+(o)(lp｡)2) , }p.≪1･

(3.3)

(3.4)

(3.4)式は,従来の理想気体のカノニカル分布に非線形性としての一次摂動効果が,重力場

を考慮 して加えられた形となっている｡
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§4 期待値

位置Zに関する任意の物理量Aについて,与えられた領域 (0<Z<ん,IA:有限 )内での

期待値<A>はZ

<A>Z-I.hAp(I)dz//ohp(I)dz
で与えられるものとする｡

したがって(3･4)及び(4･1)式から密度β(Z)の有限領域内での期待値<β(Z)≒ は

くp(Z)>Z-/.hp2(Z)dz/Iohp(i)dI

(4.1)

1+｡X｡(-Pngh)一号Ip｡[1+exp(-βngh)+exp(-2p-gh)]

H ilp.[i- exp(-p-gh)]

+(o)(loo)2〉

-掌 [1+exp(-p-gh)] , p-g hS> 1

仙 po
2 , β7ng h≫ 1

(4.2)

lp｡- 0, (4･3)

(4.2)式には,従来での線形な平均密度 (4.3)式からのずれが示されている｡

さらに拡散粒子数密度の位置に対する期待値<Z> は2:

･三,I-I:Ip(I)dz/I.hp(I)dz
-誌 上

H i lp.[3-レeXPトβ-gh)]

Hilp.[1- exp(-p-gh)]

p-gh･expトp-gh)[1+lp.[1一 書 exp(-p-gh)]]

[卜 exp(-Pngh)][1月lp.[1-expトβngh)]
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彩⊥ [1一

三

P7ng h･exp(-β7ngh)

1-exp(G7ngh) ],p-gh享1

β7ngh≫1
(4.5)

(4.4)式においても,従来における線形表示 (4.5)式からのずれが示される｡

以上によって∴拡散密度分布における非線形さと重力による巌響が,密度の一次摂動近似によ

って検討され得ることが示される｡特に (4.1)及び (4.2)式を考慮すると,密度分布の2次の

ゆらぎ<(Ap(I))2>Zは

<(Ap(I))2>Z-<p26)>Z-(<p(I)>Z)2

p.2((1+161p｡)[1l eXpト 2β7ngh)]-2(1-81p )exp(-PTngh)

1十Ip｡[1-expト P7ngh)]

2

- 告 [1-2exp(-p-gh)-exp(-2p-gh)]

= __ -_-II IL~ 二 II--
, PTngh≫ 1

12

(4.6)

(4.7)

線形項の影響が Ipoとして含まれ,それによって重力ポテンシャルの期待値 <7ngZ>が kBT

からいかにずれてくるかを示しているもわと考えられる.5)
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