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ソリトン系のダイナ ミクスとそれに関するカオスの問題
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と置くと,(10)式よりkの各巾に応 じて保存密度が得られ,無限個の保存量の存在が言える.

しかし,Hamiltonian形式,Laxpairの擬微分作用素による表現,Lexpairとrecursionopera-

torとの関係については未解決である.
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2次元非線型波動系の トポロジカルな渦のダイナミクス

京大･工 石 森 勇 次

トポロジカルな欠陥を許す非線型波動系が積分可能か否かは,その欠陥のダイナミクスと深

くかかわっている.例えば 1次元sine･Gordon方程式は積分可能系 として知 られているが,欠

陥として現われるソリトンは互いの衝突によってもその個性が失われず,系の作用角変数 とし

ての役割 りをはたす.一方非可積分系である1次元 ¢4方程式のソリトンは,そのような性質

を持たない.一般に欠陥の種類は,系を記述する秩序パ ラメータの成分の数 nと空間の次元 d
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によって分類 される.しかしそのダイナミクスは,方程式の形に依存 し一般的議論は難 しい.

特に多次元系では,欠陥の運動様式が複雑で,ダイナミクスにどのような特徴があるのかあま

りわかっていない.

ここでは渦を欠陥として許す n-a-2の系について考える.そのような系としては,超流

動のGross･Pitaevskii方程式,古典x-yスピン系, 2次元sine-Gorden方程式,超伝導のGinzburg-

Landau方程式,素粒子物理のHiggs方程式やabelianHiggsモデル等が知 られている.我々は特

にGross･Pitaevskii方程式

2i¢t+V2¢+(1-10[2)め-0,

及びHiggs方程式

¢t了 V2¢ - (1-1012)¢-0,

(1)

(2)

を考える.

今,〃個の渦以外の場の励起はないものとする.このとき渦のダイナミクスは,渦間距離が

渦のコアの大きさに比べて十分大きいと仮定すると,有限自由度の問題に帰着される. (同程

度の場合このような単純化は不可能であり,もとの無限自由度で考えねばならない.)我々はこ

れをLagrangianを用いて定式化する.(1)式及び(2)式は各々Lagrangian

L-去∫d7 [i(¢*Ot-¢Ot*)-1VOl2弓 (岬 J2-1)2],

L-去∫d7 lf町 2-lVO･2弓 (岬 l2- 1)2],

及び

に対するEuler-Lagrange方程式により導かれる.〃渦解 を

〟 〟

¢=oN=,elf,exp [i(菩β,+α(i))],

0, - qj tan-1甥 , q,-±1,±2, ,
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f)･-F(l7-7j(i)l; q j)

d 2

[三‡ r 訂 一与 +(- F2(r ; q ))]F(r;q)-0 ), (7)

のように仮定すると,〟渦系に対するLagrangian上〃-上土¢〃)は,(3)式及び(4)式に対して各々,

.〟
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●

(8)

(9)

ここでRは,系の大きさで渦間距離 r,kより十分大きいとしたIrOはコア半径,7.- ro/√丁,

7njは大きさが 1程度の定数である･

拓 に対するEuler-Lagrange方程式

d ∂LN e iN= o

dt巧 87j
3日OE

は,渦の位置7jに対する運動方程式を与える･(8坑 の場合,運動方程式(10)Qi別の方法で得 ら

れた式 (Takeno& Homma:Frog.Theor.Phys.69(1983)773.)と同 じである.(9)式の場合,

aに対する方程式から,;(i-0)-0のとき;(i)-0(1/R2)なので;を含む項は7jの方

程式に寄与 しない.

さて,Gross-Pitaevskii方程式及びHiggs方程式が時間推進,空間推進,回転,ゲージ変換に対

する作用積分の不変性から,エネルギー,運動量,角運動量,チャージの5個の保存量を持っ

ことは,連続系に対するNoetherの定理により容易にわかる.またこれらと〃渦系(8)及び(9)の

対称性との関係も,離散系に対するNoetherの定理及び(5)～(7)式により理解 される.N渦系の

一般化座標の自由度は重心の座標及びαを除くと,Gross-Pitaevskii方程式の場合,3,とy)が互

いに共役なのでN-1であり,Higgs方程式の場合,2N-2である.これらが重心とαの自由
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度 3を上記の保存量の数 5より引いた2に等 しくなるのは,Gross-Pitaevskii方程式の場合〃-

3であり,Higgs方程式の場合〃-2である.従って,Gross･Pitaevskii方程式の渦は3個まで,

Higgs方程式の渦は2個まで,渦のダイナミクスは積分可能である.もし,(1)式及び(2)式にこ

れ以外の保存量が存在すれば,〃のもっと大きな渦のダイナミクスも積分可能なはずである.

(8)式に対する冊式は流体の渦に対する運動方程式 と同じであり,最近の研究(Aref:Ann.Rev.

FluidMech.15(1983)345.)によれば,4個の渦は適当な配位ではカオティツクな振舞いをす

る.従ってGross-Pitaevskii方程式には,5個の基本的な保存量以外に保存量はないと思われる.

一方著者はHiggs方程式の3個の渦の振舞いを調べた･3個の渦の強さq,がそれぞれ-1,+1,

+1のとき,運動方程式(10)は-1の渦を中心に+1の渦が互いに回転する解を持つ.この解 を,

中心の-1の渦の位置をわずかだけずらした解と比較すると, 2つの解の軌道のずれは指類関

数的に増大することがわかった.従ってHiggs方程式も基本的な保存量以外の保存量は持 って

いないと思われる.即ち,GrossIPitaevskii方程式もHiggs方程式 も非可積分系と考えられる.

渦間距離がコアの大きさと同程度になるとコアの変形や,渦の消滅生成等が起こるが,これ

らの現象と軌道不安定性 との関係については,計算機シミュレーションによる研究 を進めてい

るところである.

n-i-2の他の系,特にゲージ場が入ったときの渦のダイナ ミクスは興味ある問題であ

る.Jacobs&Rebbi(:Phys.Rev.B19(1979)4486)はHiggs場とゲージ場の比が適当な値のと

き,静的な渦の相互作用エネルギーがなくなることを示 した.これは,このときに限 り系が積

分可能であることを暗示 している.

最近著者はn- 3, a-2の系で,渦の数Nが任意でも積分可能であるモデルを兄い出 し

た.(Ishimori:Prog.Theor.Phys.72(1984)33.)最初に述べたようにd-1の系では,a-2

のsine-Gordon系が可積分でn- 1の¢4系が非可積である.これ らの事実は, n≧ d十1の系

でなければ可積分系は存在 しないことを示 しているのかもしれない.
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