
｢ソリトン系のダイナミックスとそれに関するカオスの問題｣

共鳴周波数 Q,iは,先に述べた とお り,M(終状態の2つの量子 ソリトンのうち一方に含ま

れる粒子数 )の関数である｡ (図2)

したがって,M≪N/2なるO,iをえらべ

ば,終状態には大きさのちがう2つのソ

リトンが得られるし,M-N/2なるO,i

をえらべば,大きさのほぼ等 しい 2つの

ソリトンが得られる｡

§6 今後の展望

今回発見された resonantbreakupとい
図 2

う現象が,他の量子 ソリトン系及び古典

ソリトン系でみつかることは大いに期待できる｡また,系に散逸が加わったときに,素過程と

しての resOnantbreakupがア トラクタ間の飛び うつ りにどう寄与す るか興味深い｡更に基本的

な問題として,可積分量子系の特徴付けと量子系のKAM理論が重要である｡

ソリトンは,発見されて以来,その安定性が注目を集 めてきた｡一方,系が複雑な挙動を示

すためには, ソリトン数が変化するようなプロセスが重要である｡ソリトンの生成と消滅に関 し

てresonantbreakupは基本的な過程であると予想することが可能である｡

3状態 IRFの厳密解

- ロジャース,ラマヌジャン恒等式のゴル ドン一般化-
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IRFとは2次元正方格子上の4体スピン相互作用の模型である.各格子点i∈Z2にスピン

変数 oi∈Sを置き,図 1のような格子の最小単位 (faceまたは plaquette)にminimalな相互作

用エネルギー e(oi,Oj, Ok,Ol)を与えるo(Interactionroundaface)

ここで, Sは適当な数の集合であり,例えば S-(0,1)なら2状態模型,

5-(0,1,2)なら3状態模型 etc- となる｡系の全エネルギーは

E- ∑ e(Oi･ Oj,Ok, 0/ )faces
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で与えられる｡いま,

W (oil.Oj, Ok, 61)-eXp[
e(oi,Oj,Ok,q l )

kBT
(2)

なる量を考えると,これは図 1の IRF配置のBoltzmannweightとなるから,分配関数をZとす

ると

Z-∑elダE (β~ 1-kBT)

-∑o w(Oi, Oj,Ok･ Ol)faces
(3)

となる｡ここで∑は状態和 を表わす｡

あるクラスのIRF模型と頂点模型はWu-Kadanoff-Wegner変換により同等となる.

いま k一状態模型を考えると,一般にはk4個のIRF配置が存在する.これに対応 してBolt.

zmann滋eightもk4個あるが,このうち全体を定数倍する自由度は trivialなので,相互作用の

全空間 Tは k4-1次元の射影空間となる｡Baxterl)は系のサイズが無限大の極限でZが厳密

に求まるためには, 3つのBoltzmannweightのセットfW(a,A,C,a)),tW′(a,A,C,a)),

(W"(a,A,C,a)) (a,A,C,d∈S)があって k6個の関係式

∑W(b･d'C,a)W′(a,C,i,9)W〝(a,a,e,i)C (4)

-∑W (a,e,f,9)W′(A,i,e,a)W 〝 (a,A,C,9)
C

をみたすこ と が 十分条件であることを示 した｡(4)をstar-trianglerelation(STR)と呼ぶ｡

(図2 参 照 )

STRは転 送 行 列 の交換条件であ り ,

解けるモデルに普遍的 に現われ る関係 ∑ 礼
L

式であるOでは(4)を満たすような Bolh

zmannweightのセットをいかに見つける

～ こ T 良
C

図 2

ら メ

か ? これに対 し,現在知 られているほとんどの場合は次のようにする｡まず, spectralpara

meterと呼ばれる変数 弘を導入.L,W,W',W〝にそれぞれ u,u',u〝を割 りあてる｡次に

u"- u'- u, (5)

により,(4)をk4個の未知関数 W(a,A,C,a;礼)に対する関数方程式にして解 く｡つまりT

のすべての点ではないが,その中にuでパラメ トライズされる -solvableline-を兄いだそうと

するわけである｡この方法 (量子逆散乱法,QISM)によれば STR(4)が解を持てば解ける格

子模型がっ くれるわけで,新 しい厳密解をsystematicに探すことが可能 となる｡数学的に言う
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と解ける相互作用は相互作用の全空間Tの中で部分多様体 をなし,そのひとつの既約成分をR

とすると
7C:R - B

というnberspaceの構造を持っ｡この場合,各々の fiberRt- 7E-1(i), t∈Bはuでパラメ

トライズされる1次元空間であり, ,basespaceBの自由度は大雑把に言って温度に相当する.

これまでに解かれたIRFの うち, もっとも典型的な例は.Baxterのhardhexagonモデルである｡

これは2状態 (qi-0,1)で,対称性

W(a,A,C,a)-W(C,A,a,d)-W(a,d,C,A)

と最隣接ス ピンoi, Ojに対する制限

0≦ oi+ oj ≦ 1

(6)

(7)

を課 したモデルである｡ oi- 1ス ピンを中心 とする6角形を措 くと条件(7)は6角形同志がか

さならない条件 となる (但 しあるパ ラメータ域で )ので,こういう名前がっいている｡我々は

3状態 (oi-0,1,2)で対称性(6)と最隣接スピン oi,Ojに対する条件

0≦ oi+Oj ≦ 2 (8)

を課 した IRFの STRを解いたo格子気体的措像としては, oi-2を大きなhexagon,oj-

1を小さなsquareと見て,hardhexagonとhardsquareのmixtureと思 うこともできる｡この場

合,許される IRF配置は26個,独立なBoltzlmannweightは15個, STRが37個 となる｡

解はヤコどの惰円シータ関数

CD
ol(a,q2)-sin弘･謹1 ( 1-2q2ncos2u+q4n)(卜 q2n) (9)

によってパラメ トライズされる｡詳 しくは文献 2)を見られたい｡

こうして uでパラメトライズされたBoltzmannweight'を用いるとfreeenergyや spindensity

を厳密に計算できるのだが,ここではそれに関する技術的な話はスキップして spindensityの

表式が数論的問題にかかわってくることを説明しよう｡突然であるが,表題にあるRogers-

Ramanujanの恒等式 とはオリジナルには次の2つである｡

∞

1十 na

(:×⊃
= n

(1-q)(1-q2)･･･(1-qn)- n--10(1-g5n'1)(1-q5n'4)
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∞
1+ ∑

qn2+ a

是1(llq)(1-q2)･･･(1-qn ) -n--10(1-q5n'2)(1-q5n'3)
(10.b)

(10)式は自然数 nの分割に関する教諭的事実の表現になっている｡それを見るために,次のよう

に量 F(ol,q) (01-0,1)を定義 しようo
O〔)

F(61,q)-∑ ′qlgliqi ･ ,

ここで∑ ′とは 62,03, - -0,1に対する和であり,

0 ≦ oi+ oi+1 ≦ 1, i≦ 1

(ll)

(12)

の制限のもとでとる｡(ll)のFは(12)のi- 1の場合の条件式を通 して olの関数となる｡簡単な

計算により, F(0,q),F(1,q)はそれぞれ (lola),(10.b)の左辺に一致することがわか

る｡では(ll)の右辺で qlの係数はいくつだろうか?それは自然数 Zを(12)の制限のもとに

～- 02+203+304+ ･- (13)

の形に分割するし方の数である.教諭の定理 によると,~これは mod5でみて,n≠0,±(2

-01)の数にのみ分割するし方の数に等しい｡このことからRogers-Ramanujan恒等式(10)が導

かれる｡実際(10)の両辺は上記の分割の生成関数となっている｡注 目すべきは自然数の分割のし

方に課された条件(12)がhardhexagon･のノ､- ドコア条件(7)に他ならないことである｡ 実際Bax-

terによるcomertransfermatrix法1)を用いて spindensity<61>を計算すると,hardhexagon

モデルに対 し, (あるパラメタ領域で )

< α1> -
r.2F(1,q)

F(0,q)+T.2F(1,q)
(14)

を得る｡ (r｡, qは Boltzmannweightに関係するパラメタ)大雑把に言 うと, F(0,q)とは

crlが Oの値 をとるときの全平面のBoltzmannweightである｡このようにIRFの特徴的な様

相は cornertransfermatrix法によりspindensityの厳密な表式を計算するとIRFスピンの配列

が,Rogers-Ramanujantypeの恒等式が持つ自然数の分割パターンと対応するところにある.こ

のR-良typeの恒等式により(14)は単項式 (無限乗積 )に整理され,臨界点近傍の振る舞いが

解析可能となる｡こういう観点からするとhardhexagonの可解性はRogers-Ramanujan恒等式の

存在に帰するともいえよう｡一方,教諭においてはR-R恒等式のさまざまなバラエティが考

えられている｡では他の R-氏typeの恒等式によりその可解性が期待 されるIRflモデルはない

だろうか?これにそぐうものが,表題 のGordon'sgeneralizationorRogers-Ramanujanidentities
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(GGRIRI)である｡この拡張されたRogers-Ramanujan恒等式の左辺が持つ自然数の分割パ ター

ンをIRF スピンの言葉に翻訳 したものが,我々のモデルの条件式(8)なのである｡実際<61>

を計算すると(14)の 3状態-拡張 された表式を得る｡詳 しくは文献 2)を見られたい｡

以上 解けるIRFの背後にRogers-Ramanujantypeの恒等式があることを強調 したが, 実は

良-良type恒等式の背後にはユークリッド型 Kac-MoodyLie環の表現論がある｡だとすれば,

可積分性を特徴付けるSTR(4)の代数的構造はこの無限次元の代数とどうかかわるのか?その

解明は今後 の課題である｡
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筑波大 ･物理 表 実

2次元の積分可能な非線形系は,Prolongation構造をもつ｡この報告では, この観点から非

線形方程式に特有な無限次元代数について調べる｡

一般に局所座標 q7n(n-1,2,- )をもつ空間の Vector場va(q)は

va'q)-va(-)(q)諾m,
とあらわされ,交換子積

･va,vb]-(Va'n'∂nVb(-)-Vb(n)∂nVa(-')岩m ,
(7n)

をもつ.今無限次元空間 (q;a, q27n)(Tn-0,±1,±2,-･)のVector場 Ta(a-1,
(7n)

2,3), 刀

'F1-をn星∞ {ql(n'-)∂q:(n了 q2'n'-)i (n)i,
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