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戸田格子の統計力学-Bethe仮説法の熱力学の

古典極限とIdealGasPhenomenology

常葉学園大 石川正勝, 京大･基研 高山 -

前年度の同じ標題の研究会において,古典可積分ソリトン系の統計力学の一手法であるIdeal

GasPhenomenology(以下IGPと略記 )をselrconsistentな形式に拡張したものは対応する量

子系の Bethe仮説法による統計力学の方法の古典極限に対応 している事を示した｡古典 ソリト

ン系の熱力学諸量は分配関数をtransferintegral法などで直接に計算して求めることができるが,

それではソリトンとかフォノンなど系の基本的励起モー ドが熱力学諸量にどのような効き方を

しているかについては十分に窺い知ることができない｡そこで可積分系の場合にはソリトンと

かフォノンの間の相互作用が単にphaseshift(フォノン)又は spatialdisplacement(ソリトン)

で表されることに注目して現象論的に自由-ネ/レギーを求めて熱力学諸量について研究 しよう

というのがIGPの考え方である｡しかし状態密度についてなどまだ未確立な部分が残されて

いた｡それらの問題を我々は前述の方法で解決することができたり｡

今回は具体的に戸田格子を取上げ, IGPの枠組においてソリトンとフォノンの有限温度に

おけるスペク トルと, G払bsの自由エネルギーについて調べた結果を報告する｡

質量 7n-1/2,相互ポテンシャル㌢(r)-e~(r~ ru)十 (r-roト 1を持っ戸田格子の化学ポ

テンシャルは,圧力p-0の場合

pcl-G/N-ll-(1/2β)1n(打/Ph2)十 lnβ-(1/♂)lnr(β)

(β -1/T)であり,低温及び高温極限では

jJ ":-･

pcl- (1/P)l∫l(√すえβ)+0(Pu2)

β- 0

pcl-(1/P)lnt(i/√言)J93/2)+lnβ+(1-γ)+0(β)
(γ-0.5772-･)

となる｡これは比熱においては,
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(2.b)



｢ソリトン系のダイナミックスとそれに関するカオスの問題｣

β-- cp-1+1/6β+0(βI2)

β- o cp-3/2-β+0(β2)

なるcrossoverを示し,高温極限において系の非線形性が特徴的に見 られる｡

Bethe仮説法においては系のHelmholtzの自由エネルギーは

00
f-F/L-pd- (1/276β)Idkln(1+exp(-βe(k)))-(:X:)

e(k)- (1 /i? ) ln (ph (k )/ p (k))

(3.a)

(3.b)

(4.a)

∞
- h2k21P+(1/β)･Idk′T(k-k′)ln(1+exp(一郎 (k')))(4.b)‥二二珊

∞
1/2万-P(k)+ph(k)+∫dk′T(k-k')p(k')

__∞

琶蛋

i-N / L- J' dkp(k)-00

(4.C)

(4.d)

により求められる｡ここで27CT(k)は phaseshiftの微分であり,古典極限 (亮一0)では

T(k)- 1/27Ed- (1/7E)ln(2lkL/kF), (kF-√す/方) (5)

となる｡

(4.a-d)はソリトンとフォノンを用いて

0()
f- e｡(a)+.∑ IdPifi(Pi)/2打

乙=1,2 -∞

fi(Pi)-(1/jg)lnt1-exp(-PEi(Pi)))

(6.a)

(6.b)

∞
Ei(Pi(ki))- e(0)(ki)+ ∑

j=1,2 土 dPjfj(Pj)Aj i(Pj･Pi)' ∂pi(ki)
(6.C)

なる形に繰込むことができるlo)ここでβ｡(a)は基底状態のエネルギーである｡ i-1,2はそれ

ぞれフォノンとソリトンに対応 してお り, ikll< kF, ik2I> kFである｡又 e(0)(ki)は

T-0における各励起 エネルギーを,piはその運動量を, ∂pi(ki)は化学ポテンシャルの有

限温度における変化分を表すoAlj(Pi,Pj)はPjモー ドが励起されている時のPiモー ドの

状態密度の変化分であるoi-0では e(0)(ki)は古典戸田格子のソリトン及びフォノンのエ

ネ7レギーになることを確めることができるo又 dijについても,例えば A22--dx/27C(Ax
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はソリトン･ソリトンの衝突後のソリトンの spatialdisplacement)となりTheodoracopoulos等

の理論 2)と一致していることを見ることができる｡

d≪ 1の場合について,El(kl)- 方B(kl),E2(k2)-E*(k2)- (1/β)ln(√す克jg)

とおいて(6.a-C)の古典極限をとると,古典系のIGPの表式

A〟- JL(p-0,T)-p(p-0,T-0)-AF11十 Ap2

ここで

(7.a)

1

Ap.-(1/P)ln(√すhP)+(1/打β)Jdk,(kF21k12)~FlntB(kl)/ノす)

(7.b)

AJL2--(Jf/7E)h･Jdk2arCCOSh(Lk2(/kF)exp(-PE*(k2)) (7.C)

毎

a(kl)-a,(k.)+ (2/n)(βG,(kl))~l ∫dkl' (
~毎

00

I (2/7m,(kl)･ ∫ dk2
毎

2k2ノ~~妄~2Li2F

k221 k12

k/r kl'ak/1
Inn(k'1)

exp(-PE*(k2)) (8.a)

E*'k2)〒 e(k2'- (wPr lJm kIFdkl
一 毎

lnJ2(kl)

(k2" .)ノ示 2二妄~12

00

1(1/7E) I dk'2･S(k2, k'2)/kF･exp(-βE*(k2)) (8.b)
毎

を得る｡ただL o'(kl)… e(0)(kl)/i-2ノ7 1-(kl/kF)2,

e(k2)-2((Lk2L/kF) (k2/kF)2-1-arccosh(Ik21/kF)),

S(k,k/)-ln (8.C)

である｡

(8.a-b)を解くことは容易ではないが, (4.b,d)において h-0の極限を取り,厳密

に解 くことができる3)｡ その厳密解を用いると

B(kl)-2方(1/√訂)め(a.)

E*(k2)ニー(1/β)･ln¢(x2)- (1/2β)ln(2打2/p)
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｢ソリトン系のダイナミックスとそれに関するカオスの問題｣

となる｡ここで ∬i-G ki,

H x'- 誓 βLRも(
D-p- 1 (- i√すx

D-p(-i√亨x)

ββ(Z)はIWeberの放物柱関数である｡

(9･a,b)を用いて 如 1, 』〟2の最も主要な項のみを求めてみると

β--, Apl- (1/β)ln(ノ首相 )+(高次項 ),

β-0,

A〟2- (高次項 ),

』〟1-(3/2)(1/β)In月+ (高次項 ),

』′〟2-(高次項 ),

(10)

となり(2.a,b)と一致する｡低温極限においても高温極限においてもApの最も主要な項は

フォノンの寄与である｡低温極限においてはフォノンは調和近似でよいが,高温極限において

はフォノンは他のフォノン又はソリトンとの相互作用を受けて大巾に変化 している｡詳細は研

究中である｡
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強磁性 HeisenbergXXZ模型の量子ソリトンLSolitonProfile-

筑波大･物理 吉 田 春 彦

古典 ソリトン解は量子論的束縛状態の古典極限(粒子数無限大の極限)に対応 しているもの

と考えられる1)｡本稿では, 1次元の強磁性.HeisenbergXXX模型を例として, この関係を調

べることにする｡
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