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カ オ ス の 結 合 敏 感 性

(CouplingSensitivityofChaos)

九工大 ･物理 大 同 寛 明

§1. まえおき

カオスとは何であるかをより深 く理解するためには,ただ眺めているだけでは駄目で,何か

小さな摂動を加えて,それ-の応答を調べることが重要である｡例えば,平衡系に弱い外場を

加えてその応答を調べると,オンサガ-の相反法則などの平衡系に固有の性質が兄い出される

ことはよく知られている｡同じような意味で,カオスの応答を通 して,カオスを特徴づけるこ

とができるはずである｡もちろん,摂動といっても色々の場合が考えられる｡その一つの例は

雑音である｡いくつかの典型的な一次元写像系のカオス状態でのKェントロピーは,雑音に対

して巾法則で変化 (応答 )することが,数値的に兄い出されている1.)この報告で軌 等価なカ

オス系を結合 した場合のリヤプノフ指数の変化 (応答 )について考える｡現実にあるどのよう

な物理系も局所的な少数自由度が相互に結合 したものと見なせることを考えると,結合 という

摂動に対するカオスの応答 を調べることは有意義であろう｡又, リヤプノフ指数はカオスを定

量的に特徴づける最も基本的な量である｡そこで, リヤプノフ指数 という"窓 〝を通 してカオ

スの結合に対する応答ぶ りをのぞいてみることにする｡理論Tもあるが, この報告では,数値

計算の結果 を招介するにとどめる｡カオスは結合に対 して異常に敏感であるというのが結論で

†)tobepublished.
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｢カオスとその周辺｣

ある｡

§2.一次元カオスの応答2)

まず最も簡単な場合 として,カオスを生ずる一次元写像系X′-F(X)(その リヤプノフ指数

をL>Oとする)を次のように結合する場合を考える.

X'-F(X)+d･D(Y,X)

Y'-F(Y)+d･D(X,Y)

ここでdは結合強度 を表わすパラメーターであるOこの2次元写像系の リヤプノフ指数 をLl

(a),L2(a)(Ll(a)>- L2(a))とすると,定義により, Ll(0)-L2(0)-Lであるoこの二重縮退

は結合によってどのように破れるであろうか?図 1に,F(X)-3.7X(1-X),D(Y,Ⅹ)

-Y-xに対 して数値計算により得 られた結果を示すoこの図で, 次の記法が使われている｡ A

-L1-LZ,A-1-1/A,A′-Ll十 L2- 2L,そして log-iog川 O まず(a)より,dfJli小さ
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いとき, A∝1/-lndであることがわかる｡他方,(b)から, リヤプノフ指数の和 (っまりA′)

紘,小さなdに対して殆んど不変であることが知れる.つまりこれらの数値計算の結果は次の

ことを示唆する｡

Li(a)-L≡告/-ュnd(i-1,2)

ここで C2--Clであるo 次のことが重要であるO

(i) L,の応答はdのどんな巾法則よりも速い｡ら

(ii) Ll とL2の応答はLに関して対称o
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これらは図 1(C)からも了解 される｡(*)は他の多 くのFとDtこついても数値的に確認された｡従

って(*)はカオスの十分に普遍的な性質であると期待できる｡これ をCouplingSensitivityofCh-

aosとよぼうという訳である｡(*)はカオスの応答 という視点 とは別に,結合系におけるスケー

リング則 としても興味深い｡

§3.高次元カオスの応答3)

物理的には高次元力学系におけるカオスの応答 を調べることがより重要である｡この最 も簡

単な場合 として,次のような結合 H6non系について調べた結果 を図 2に示す.

x′-1- ax2十Y十d･(Z-X)

Y′-bX十0.6d･(W-Y)

Z′-1- aZ2十W十 d･(X-Z)

W′-bZ十0.6d･(Y-W)

･8 lS Logd
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図 2

但 し, a- 1･4, A-0･3である.図 2において, A(ト 2)-L了 L2, A(3-4)-L3-L4,

A′(1十 2)-Ll十 L2- 2全1, A′(3十4)-L3+L4- 2全2である｡ (Ll≧ L2≧ L3≧L4

は上の四次元写像系の リヤプノフ指数｡又,全1≧ 全2はもと･の二次元系の リヤプノフ指数であ

るoLl(0)-L2(0)-仝1, L3(0)-L｡(0)-仝2に注意｡)なお,図 2(a)の上のデー畑 d(1

-2)~1を,そ して下が 』(3-4)~1を,それぞれ示 している｡図 1の場合 と同様 なので詳 し

い説明は省 くが,次の結果をうる｡小さなdに対 し

Li(a)一会1= cL/- ュnd (i- 1,2)

Li(dト全2≡ci/-1｡d (i-3,4)

(**)

ここで C2ニ ーCl, C｡ニ ーC3であ り,かつ, cl- C3 であるoつまり,次のことがわかる0
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｢カオスとその周辺｣

QiD (Ll,LZ) と(L3,L4)の両ペアーのそれぞれについて(*)が成立し,かつ,縮退の破れ

の深さは両ペア-で共通の大きさを持つ｡

a- 1･4, A -0･3の H6non系では仝1>0,全2<0であるから,小さなdについては,Ll,

上2>0, 上3,上｡<Oである｡正の リヤプノフ指数のみならず,負のリヤプノフ指数 も敏感

なのである｡さらに次のこともわかる｡

DL(a)-DL(0)≡C′/-1nd

ここでDLは結合系のア トラクターの リヤプノフ次元であるO

(***)

§4. おしまいに

§3の結果は任意次元のカオスについても成立するものと推測されるが,理論はまだない｡

上で見てきたように,カオスは,結合に対して著 しく簡単で, "美 しい〝(少 くとも私には )

応答を示す｡これの科学的意義は果たして何であろうか?更なる努力が必要である｡
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カオス の摂動論的 アプ ローチ

国士舘大 ･工 清 水 敏 寛

非線型微分方程式系でその時間発展が記述できるような系のカオスの統計的性質を調らべよ

うとする場合,広い意味での粗視化の手続きが重要となる｡従来この粗視化は, ローレンツプ

ロットやポアンカレマップを通 して行なわれている｡ 平衡状態の近 くでの力学を議論する時に

紘,最も確からしい軌道 とそのまわ りのゆらぎという形に時間発展 を分けることが有効であっ

た｡カオスの場合には,これ程簡単にはいかないが別の意味での分解が可能である｡粗視化が

できた場合には,単に解析が容易になるばか りでなく,カオス発生の機構や,カオスの確率的

解釈にとってたい-ん有益である｡
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