
｢カオスとその周辺｣

宇 宙 論 に お け る カ オ ス

京大 ･基研 石 原 秀 樹

§1. はじめに

ビッグ･バン宇宙の観測的基礎である3K黒体編射が等方的であることにより,標準的時空

モデルは,時空の計量に一様等方性を仮定した上で Einstein方程式を解くことによって得られ

ている(Friedmann宇宙 )｡このモデルに基く初期宇宙での元素合成の計算等,満足な結論は

得られているが,一方,仮定され七いる一様等方性や宇宙の長い寿命を得るためには初期条件

を微調整しなければならないという難点 (地平線問題 ｡エントロピー問題 )1)もある｡

宇宙の初期特異点付近での振舞は,Friedmann的ではなく,むしろ振動的であることがuf-′

shitzら2)によって指摘され,また, Misner3)は振動宇宙モデルによって地平線問題の解決を

試みた (Mixmaster宇宙 )｡この振動はEinstein方程式の非線型性を反映し,特定の量に注

目するとカオス的性質を持っている04)ここで臥 Mixmaster宇宙の振動的振舞について簡単な

解説をする｡

§2.正準形式によるアプローチ

Mixmasterモデルを概観するには Misnerらによる正準形式5)に従うのが適していよう｡

3次元空間が歪んだS3であるような計量

dS2--(N(i)dt)2十 (eal(｡61)2十 (eα2(i)62)2十 (eα3(i)03)2

- -(Ndt)2十｡29(｡P.'和 一qf十 eβ･-JT8-62十｡~26-032) (1)

を考える.ここで げiはSO(3庖不変なト 形式であるoN(t滴 時間の進み方,αi(i)は空間の

各方向の伸び縮みを表わすOここでは力学変数としてB(i)(体積 ),JC+(非等方性 )を用い

るのが便利である｡

計量を真空の Einstein作用積分(非等方宇宙の初期は真空の近似が良い)をと入れると

S-吉 JR√音 d4-

- J嵩 高 2十 Pf･pf･昔 (勘 e~3Bd4 - - J 意 (去 ゐe~39) d4 3
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ここで, 鮎 3次元空間のスカラー曲率である. 全微分項を落とし, 正準運動量 p9--N-1

孟e-3B,p± -N-lb.e~3Bを用いると

S-∫tpBB･p.p. ･p_P_一言 ･H e3B id43 (2)

● ● ●

ここで,勅ま共役量を持たないので〃での変分は束縛条件

LU-喜ト pB･ph p 三 言 'A'e- 69)- o (3)

を与えるo (形式的/､ミルトニアンがゼロ･/)これをpBについて解き,(2)に代入すると

● ● ●
S-∫(p.p.十p_P_-EA,M32Jd4x

-∫ tp十P:十p_P_I-EA,MidBd3x (′-藷 ) (4)

EA,孟-pB-Ph p三一言'宮e-69
2

が得られるoEAI)MはA･D･M･ノ､ミル トニアンと呼ばれるoこれより,Mixmasterモデルは

ポテンシャル 一言･'A'e-69の中を運動する粒子と考えることができる｡ポテンシャルは三角形
の井戸型で,(図1)壁が動くので粒子の運動は図2で示されるようになる｡

図1 ThePotential V(/9+,P_)for
TypeIXModels

図2 Theexpandingpotentialwall
andthetrackoftheuniverse

point

§3.振動の確率的振舞

空間のスケールαiの時間変化は図3のようになるo αiの直線的な部分は粒子がポテンシ

ャル壁から充分離れている時期に対応する｡この部分は,1-パラメータ払(1<u<-)で特

-176-



徴づけられるKasner解によって記述 される｡

折れ曲り部分は壁による反射で,時空は別のパ

ラメータ弘′で特徴づけられるKasner解に遷移

する｡反射による弘の写像は簡単に求めること

ができ,

u′-
紘-1 u>2

(a-1)-1 foru<2

堤£冨ルの)

(5)
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cIl dt亡e-Lldt

図3 Theoscillatoryevolutionof
thescalefactors

となる. サイクル (図3参照 )の終わりの弘を

u｡と書 くと,これは次のサイクルの中の振動の数を与える｡ u,｡の写像に注目すると

′
uo=
u,-〔u,｡〕

となり,サイクル中の振動の数は

u｡の無限連分数展開によって次

々と与えられる｡u,Oの代わりにx

- 払言1(o<x<1)を考えれば

∬ ′- ∬~1- 〔√ 1〕(図4)とな
り,この写像はカオスを示す｡こ

の写像の不変測度およびK-エン

トロピーは周知で
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図4 TheMixmasterreturnmappingTb)-I-1-
lxl1linanalyticform

27r
(7)h =

log2 1十 ∬ ' 〟 6(log2)2

である｡ p(x)より1つのサイクル中の振動の数nの期待値P(a)が

1/n
P(n)-I F'(x)dx-

1/a+1

と求まる｡

log
1 . (n+2)2

log2 ▲uSn(n十 2)
(8)

§4.おわりに

Mixmasterモデルのダイナミクス自体は興味を持たれているものの,時空のカオスが本質的
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な役割をなすような現実的な宇宙モデルは作られていないのが現状である｡始めに触れた初期

条件の問題をこのモデルで解決するためには,時空のダイナミカルなェントロピーと現宇宙に

存在する熱エントロピーを結びつけることが必要であろう｡

最近,相互作用の統一理論と関連して多次元でのMixmasterモデルも調べられている.ここ

で述べたような単純なカオスは4次元時空の場合だけのようである3)また,Mixmaster時空の

量子化の試み7)もなされていることを付け加えておく｡

参考文献

1) W.Rindler,Mom.Not.R.Astron,Soc.116('56)663.

R.H.DickeandP.∫.E.Peebles,"GeneralRelativity"ed.byS.W.Hawkinget.al.

2) V.A.Belinskii,I.M.KhalatnikovandE.M.Lifshitz,Adv.Phys.19('70)525.

3) C.W.Misner,Phys.Rev.Lett.22('69)1071.

4) ∫.D.Barrow,Phys.Rep.85('82)1.

5) R.Arnowitt,S｡DeserandC.W.Misner,in"TheDynamicsofGeneralRelativity"ed.byWitten.

N,P.Ryan,Jr.andL.C.Shepley,"HomogeneousRelativisticCosmologies".

6) A.Tomimatsuand班.Ishihara,Gen.Rel.Gray.toappear.

H.Ishihara,Prog.Theor.PllyS.74('85)490.

T.FurusawaandA.Hosoya,Frog.Theor.Phys.73('85)467.

7) W.A.WrightandI.G.Moss,Phys.Lett.B154('85)115.

T.Furusawa,Frog,Theor,Phys.toappear.

ミ ク ロ カ ノ ニ カ ル量 子 化 法

一相転移点近傍での振舞 -

早大･理工 森 川 善 富

§1. はじめに

ミクロカノニカル量子化法 (以下,MCQと略す｡)勘 ゲージ理論 (特に 露rmion まで含

めたもの )等における非摂動数値シミュレーションに有用な新しい計算方法を与える可能性を

持つ｡なかでも準安定状態の近傍の振舞を調べるのに有効であると言われている三)～ 3)そこで
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