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ポ ッ ツ 模 型 の 木目車云移

一 特に反強磁性相互作用について -

東工大 理 小野 邑 郎

§1.はじめに

ポッツ模型はイジング模型を拡張 してスピン状態を増 した統計模型である｡q一状態

ポッツ模型のハミル トニアンは

)亘 ニーJ ∑ ､ 6(qi,q∫ )

<亡,∫)
ql-1,2 ...q

と表わされる｡ここで､ 8はクロネッカーのデルタ関数である｡強磁性相互作用 (J>0)

のとき､低温の秩序相のスピンはすべて同じ状態を占める｡一方反強磁性相互作用 (J<

0)では,スピンはたがいに異なった状億を占めた方がエネルギー的に安定である｡相互

作用を最近接格子に限った寄合､正方格子や単純立方格子のやうに2つの同等な副格子A,l
Bに分けられる場合 と､3角祐子や面心立方格子のように､最近接格子点同志がまた最近

接格子点となる寄合とでは基底状態のスピン寵列の縮退やフラトレーションも異なってい

る｡またー qの値によっても色々と変化する｡ここでは､上で述べた格子上でのポッツ模

型の相転移 をクラスター近似とモンテカル ロ ･シミュレーションで詞べた結果を報告する｡

§2.零点エントロピー

(a) 正方格子と単純立方格子

正方､単純立方格子ともA,一B副格子に分けて考える｡正方格子の寄合を図1に示す｡

q-2のときは､A,B副格子はそれぞれ q=1とq=2のスピンで占められている｡一

方 q=3のときは､例えばA副格子はq=1,B副格子は q=2とq=3のスピンがラン

ダムに寵列 した状愚が基底状態になる｡このとき,縮退の数は格子点の数をNとして

2(N'2)x6となる｡A副格子はここでは､ q=1と仮定 したが､ q=2または3でもよく､

また､A,B副格子のスピン配列を放 り替えてもよいので､因子 6がつ く｡スピン1個当

りのエントロピーは S/N- (1/2) 1n2十〇 (1/Ⅳ)=0.346･･となる｡

A副格子のスピンの状態がすべて q=1の時､あるAスピンのまわ りの最近接Bスピンす

べて q-2とそろっていれば､Aスピンは q=3の状感も許されるから､縮退数もさらに

増加する｡したっがて､上で述べたエントロピーの億は下限である｡

q-4の場合､基底状藤のスピン配列の1つは､A副格子に対 してはq=1､B副格子

に対しては､ α=2,3,4がランダムに配列する｡もう1つのタイプはA副格子は α-

1,2､B副格子には q=3,4のランダムな配列でもよい｡前者の 1個あたりのエント

ロピーは (1/2) 1n3-0.5493,後者は 1n2-0.6931となり､後者

の方が大きい｡一般のqでは､ qが偶数のときは 1n (q/2)で､ qが奇数のときは

(1/2) 1nq'(q'+1)となる｡ここで､ q=2q'+1である.
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｢磁性体における新しいタイプの相転移現象｣

(b) 3角格子 ･面心立方格子

3角格子や面心立方格子のように最近接格子点同志がまた最近接格子点 となる場合は事

情 が異なっている｡ q-2の場合基底スピン寵列でもwrongボンドがあ り､フラス ト

レーションしている｡三角格子では､Vrongボン ドは全体の 1/3もあ り､零点エン

トロピーは少なくとも (1/3) 1n2 ある｡この場合､ wannier日 によっ

て指摘されているように相転移は生 じない｡一方､ q=3では､基底スピン配列はA,B,

Cの3副格子構造 をとり､w㍗ongボンドは現れない｡ q-4では,A,B副格子でそ

れぞれ q-1と0-2､-方 ,C副格子では q=3とq=4のランダムな配列が許される

ので､このときエン トロピーも (1/3)1n2よりは大きくなる｡ q≧5では､v㍗o

n gポンドはあらわれないので､ フラス トレーションはない｡ しかし､零点エン トロピー

はさらに増加す るo

面心立方格子では､4副格子 に分 けて考える｡ q≦3ではフラス トレーションがある｡

q=4では､ちょうどスピンの状態 と副梅子を1:1に対応させることができる｡q≧で

は零点エン トロピーがのこる｡

§3.クラスター近似2)

強磁性相互作用の単純な低温相にくらべこのように基底状億の縮退の多い系は相転移は

な くなるか､または低温相 が質的にも違って くる可能性がある｡平均壕近似では､格子の

形や次元の影響やフラス トレーションの効果 を十分 に取 り入れていない｡さらに進んだ近

似 として正方形や 3角形のクラスターを用いたカクタス近似で考える｡さらに､自由エネ

ルギーを比較 して 1次転移 かどうか調べた｡転移温度 を表 1にまとめた｡

この表からわかるように､正方格子で､ q=3では､ kTc/ IJi-0.652とな

り､平均場近似の4/3-1.333よ りかなり低い｡ しかし､ Baxterの厳密解3)

やYasumuraとOguchiHよる高温展開ではスタガー ド帯磁率の発散はなく､

転移はない｡また､モンテカル ロ ･シミュレーション5)の結果もこれを支持 している｡ q

≧4では､相転移はない｡

一方､単純立方格子では表 1に示すように､ q-3では平均萄近似で, kTc/ IJI

-2に対 し､正方カクタス近似で 1.422となる｡高温展開では､ 1.21で､後で示

すようにモンテカル ロでは 1.23となる｡

しかし低温温の秩序榔 まK｡sterlitz

-Thouless8〉型 となることが示 され

る｡q=4ではkTc/ l∫I=0.888

で更に低 くなる｡q=5でも､この近似では

転移はあるが､ q≧6では､転移はない｡高

温展鞘やモンテカル ロの結果では､ q-5で

､すでに転移はないことが示されている｡
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q=2

○ × 0.× ○ ×
× ○ × 0 × 0

0 × O X O ×
× ○ × 0 × 0

0 × ○ × ○ ×

× o X O × ○

q=3

○ × ○ △ ○ △

△ o △ ○ ×.0

0 × ○ × ○ ×

× ○ △ 0 △ ○

○ △ ○ × O X

× ○ × ○ △ ○

図 1.基底状態のスピン配列
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(a) 正方格子

表 1

S/N 四角近似 高温展開 モンテカル ロ

2 0 1.385 (2) 1.15 1.135

3 く1/2)ln 2 0.652 (2) パラ パラ

4 1n 2 0.0 パラ パラ

(ち)単純立方格子

2 0 2.446

3 (1/2)ln2 1.422

4 1n2 0.888

5 く1′2日n6 0.53

6 1n3 0.
7 く1/2)ln12 パラ

2.25 2.22

1.21 1.23

0.64 0.7

パラ パラ

パラ

パラ

§4.単純立方格子上の q-3,4のモンテカルロ ･シミュレーション

(a)比熱とスピン分布

2次元正方格子上の反強磁性相互作用, q=3,4のポッツ模型のシミュレーヨンは軌

navar､Jasn｡WとGrest す)によって行われ, q=3,4の寄合 とも相転

移がないことと結論 している｡これはBaxterの厳密解の結論 とも一致 している｡3

次元単純立方格子のシミュレーションでは､A,B副格子のスピン分布の差が現れること

がわかったが､これが長距離の秩序状億かどうか明確になっていない｡

さて､単純立方格子でのシミュレーションの結果 をのべる｡q=3の場合,エネルギー

とそのゆらぎから求めた比熱 を図2に示す｡比熱はkT/ l∫I=1.25付近にはっき

りしたピークがある｡A,B副格子に分けたスピン分布の温度変化を図3にしめす｡もし､

副格子に通常の長距離秩序があれば､ある特定の状愚 を占めるスピンの数は温度の低下と

ともに単純に増加 しするはずである｡しかし､シミュレーションの結果は多数 を占めるス

ピン状態は温度とともにはげしく変化 し､安定な分布は低温でもないことがわかる｡十分

長いステップ平均を取れば,各副格子で分布は一哉 になると推定される｡しかし､通常の

パラ相 と異なり､各ステップでの群闇値は平均分布確率の 1/3より大きくゆらいでいる｡
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｢磁性体における新しいタイプの相転移現象｣

05 1･○ 好 物
(b) 秩序変数 とゆらぎ 図3.スピン分布の温度変化

ここでは､秩序変数 を正確に定義 し･そのゆらぎのサイズ依存性から秩序相の性格 を粛

べた｡ q=3の場合各モンテカル ロ ･ステップ,tでの状慮 Jを占めている割 り合いを

p♂くt)として･2つの秩序変教 を

;21('tt,'==;[',t2(:,;_lp:: H p3't日

と定義するq p- + p2 + p3 -1であるから･この2つの秩序変数は独立 になる｡う I

は 1軸性の秩序 を表わすのに都合 がよい｡パ ラ相では両秩序変数が零になる｡完全な秩序

相 をこの 2変数 (うー,~～2)であらわす と (i,0)､ ト 1/ 2,vri/ 2)または

ト 1/ 2･T/3b/ 2) と表わされる｡それぞれ､ pl =1,｡2 =1またはp｡ =1に

対応する｡

A,B副格子のスピン分布は逆になっているので､反強磁性的な相を特長ずける秩序変

数 として ∈l ≡喜(圭 ら…'

･2≡喜(∈言-∈…)
をとればよい｡この秩序変数の許される範囲は正六角形で表わされる0

この秩序変数のゆらぎを平均 したく ち2>-< (ち1-) 2 + (与2-) 2>
とスピンの反強磁性的な相関関数 をQ-く r)との関係は< ち2>=(i/N) ∑Q-(r)

とあらわされる｡一方､相関関数Q-(I) の距離依存性は距離 rが十分大きいとき

Q (r )～exp(-Kr )

a-2+Tl
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のようにあらわされる｡ここで､ 光は相関距離の逆数､dは格子の次元､ りは結界指数で

あるQl辺Lの有限格子では

∑Q (r)'rb
ど I:

Q(ど)rd-1dr
_二一

ここで､L-Nl'd である｡高温領域ではL>>1/xであるから､∑Q (r)ぅ0(i)

となるo塩界領域ではL<<1/光であるから, tr

至Q- (r) i I: (吉,d ~ 2+n rd~ l dr- - L2-m .- N- i,,d,

となる｡長距離の秩序があれば､

EQ (r)- dくら>2～N<ち>2 ～ o(N)
∫

となり､スピン数Nに比例するQ

図4は各温度でのゆらぎのサイズの対数依存性を表わ したものである｡T>1.4では

サイズ依存性はなく､ したがって､パラ相である｡T<1.2では､明 らかにサイズとと

もに増加する｡したがって､N8̀T'とおけば､この句寵よりNの指数 a(T) を求めること

ができる｡

図 5に指数 a(T) - (こ く2-7)/ a) の温度変化をまとめた｡T= 1.4付近で

a(T)は急滋に増加するが､T-1.1以下ではゆるやかで一定の増加 を示す｡もし,長

距離秩序があれば､ a(T)-1となるはずであるが,少 し小さく通常の秩序でないことが

わかる｡相関関数は庫離のべきで減少 し､いわゆるKo sterlitI-Th. ule

ss型の相 となっていることがわかる｡

丁

`

∫

A
r

3

L

rへ
いL
>

l.,I,,腰伊一㌢lふ一IlqI岬
171'首

写I紳

○>__
鵠
Llち
LI+

ーI.S

T=LOI

f 一 丁 P→
図4.秩序変数のゆらぎのサイズ依存性
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｢磁性体における新しいタイプの相転移現象｣
(C) q=4 の場合

この場合､図 6から明 らかなように､比熱のピークはkT/ lJ I-0.7付近にあるo

スピン状態の分布の温度変化 を図1に示す｡比熱のピーク以下の温度で､A格子 q-1と

0-3のスピンの割 り合いが増加 し､ 0-2とo=4の見ピンは減少することがわかる

(図 7) 0 B格子ではこの逆になっている｡しかも低温になるほど分布は安定になってい

く｡ q-3の場合とちがって､よい秩序ができていることがわかる｡勿論､絶対零度でも

U=1と0-3はA格子 を半々に占めてお り､零点エン トロピーは残っているO

念のため､秩序変数のゆらぎを調べてみる｡独立な秩序変数として､

ちx-浅 くpl･ p 2 - p3- P4)

･y -義 (pl-P2 - p3+ p4)

ちZ- 義 (p1 - P2 ･ p3 - p｡)

を用いる｡反強磁性の秩序変数 として･yx~- (1/2) (/qxA 一 首xB) とすれば､ゆら

ぎ< (首x~)2 +(うり- )2 +(一∫z-)2>を求め､図8に示すように､サイズ依存性 を調

べたO転移温度付近 を除 くと､Nのべき指数 a (T)は高温で 0､低温でほぼ 1となるこ

とがわった｡ (図9) これで､長束離秩序が存在す ることが確かめられた｡

2次元正方格子の場合は､ q-4では相転移はないが､ 3次元の場合秩序相が低温で生

じるあが特長である｡

§5.おわ りに

反強磁性ポ ッツ模型の正方格子 と単純立方格子の相転移をクラスター近似 とモンテカル

ロ ･シ ミュレーションで調べた｡正方格子では q≧3で秩序相はない｡単純立方格子では､

q-3の場合､低温でK-T相､ q=4は2副格子秩序が見出された｡

面心立方格子については､現在､クラスター近似 とモンテカル ロ ･シ ミレーションで調

べているQ

〇･I o

o oJ I'O '･S kl/gjl

図6.単純立方格子 q-4の比熱の温度変化
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図 7.スピン分布の温度変化
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図 8.秩序変数のゆ らぎ

図 9.指数 a (T) の温度変化
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