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AB効果 とホモ トビ一群

明星大 ･理工 関 根 克 彦

1.はじめに

AB効果は,実験によると,電子が動きまわれる空間の領域が単連結でないときにおこっている｡

ところで,空間が単連結か単連結でないかを議論するときに問題になるのは,ホモ トビ一群 (基本群 )

である｡

以下,電子の configurationspaceを〟であらわし,典型的な例として,次の2つの場合を念頭にお

いて考える｡

C｡S｡A :M-R3 (単連結 )

cas｡B:M-R3-K (単連結でない )

ただし方は, Z軸を軸とする無限に長い円筒で,〟はその外側の領域である｡

2.ホモ トピー群と閉曲線の分類

M の 1点xを決めて,xを基点とするM の (1次の )ホモ トピー群を, 7Tl(M,a)であらわす.

xから出てxにもどってくる閉曲線の分類 をおこなう｡

CaseBでは,この閉曲線は, Z軸をまわった回数 n(正負の整数または0)で分類できる.このnが

等 しい2つの閉曲線は,空間〟 のなかで,連続変形によって一方を他方に変えることができる｡ このよ

うな2つの閉曲線は equivalentであるとして,閉曲線の equivalentclassを考える｡ これをホモ トピ

ー類という｡

このホモ トピー類の集合は群をっ くる｡これがホモ トビ一群 7C1(M,a)である｡

この群の元である一つ一つのホモ トピー類は,整数 nと一対一に対応しているから,この場合のホモ ト

ピー群は,整数全体がっ くる加法群Zと同形である :

CaseB では, 7El(M,x)≡Z

ここで∬は,〟のどの点であってもよい｡

一般に,空間M の別の点をyとした場合, ∬からy-いく道が存在すれば 7El(M,a)と 7El(M,y)

は同形であることが証明できる｡いまの場合 (CaseB),M の任意の2点xとyにたいして,xからy

-いく道が存在する｡このことを,〟は pathconnectedであるという｡

CaseA では,M は pathconnectdであり,また simplyconnected (単連結 )である｡ これは,

〃のすべての閉曲線が,〟のなかで,連続変形によって1点に縮められるということである｡ したがっ

て,xから出てx-もどる閉曲線のホモ トピー類比 ただ一つしかない｡この場合,ホモ トビ一群 7El(M,
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α)はただ一つの元から成る群である｡そのただ一つの元は当然,この群の単位元である｡加法群として

考えた場合,単位元は0と書かれ,またこの0だけから成る群も0と書かれる｡結局,

CaseA では･ 7El(M,a)=0

3. コホモロジー群とベク トル ･ポテンシャルの分類

ここでは,パラコンパクトな微分可能多様体において,外微分の演算 dを用いて定義される deRham

の意味のコホモロジーを問題にするOこのコホモロジーを用いて,ベクトル ･ポテンシャルの分類 をおこ

なう｡

ベクトル ･ポテンシャルの3つの成分を使って書いた次の形の式を, 1次の微分形式,略して1-form

という.:

A -A dx+Aydy+A dz.一r U J I

caseA では,すべての closed1-form は exactである｡すなわち, dA-0なら,適当な関数fが

存在して, A- df と書ける｡これは,

rotA-0 ならば, A-gradf

というのと同じである｡この事実を, deRhamの意味の (1次の)コホモロジー群は0である, と言い

あらわす :

caseA では, Hl(M)deRham-0

→ →

この場合,関数 fを用いたゲージ変換によって, Aは 0に移せる｡量子力学では,A を含んだ演算子の
I

ハ ミル トニアンが問題になるが,やはりこのfを使ってユニタリー変換が定義でき,それによって,Aを
→

含んだ-ミル トニアンはすべて,』-0としたハミル トニアンに変換できる｡ということは,AB効果は

おこらないということである｡
=E =E

AB効果がおこるのは,それができない場合,つまり,rotA-0のときAがゲージ変換で消せない場合

である｡実際Case･Bはそのような場合で,この場合は, dA-0のときAは一般の次の形になる :

A-1Ao+ df

ここで Aoは,closedだが exactでない 1-form で具体的には

Ao=
-ydx+Edy

x2+ y2
→ →

ノ‖ま実数で,これを用いて (磁場 rotA-0の )ベクトル ･ポテンシャル A の分類ができる｡ 以上の

ことを,コホモロジーの言葉で,次のように言いあらわす :

caseB では, Hl(M)deRham竺R
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なお,この ノ‖ま(ソレノイ ドのなかの )磁束に比例 してお り,このことによってAB効果が説明できる｡

このように,AB効果の存在と直接関係があるのは,このコホモロジー群である｡

4.コホモロジー群とホモ トピー群のあいだの一般的関係

AlgebraicTopology (代数的位相幾何学 )の次の3つの定理を使 う:

川 deRham の定理 1)｡ これによって,実の微分可能多様性体の上の deRham cohomology と実

係数の singularcohomology(特異コホモロジー )の関係がっけられる｡

日日普遍係数定理 1),2)｡ これによって,実数 を係数にもつ (co-)homologyと整数を係数にもつ (co-)

homologyの関係がつけられる｡

(iii) Hurewiezの定理 21,3)｡ これによって,整係数ホモロジーとホモ トピーの関係がっけられる｡

まず,川 によれば,Mが paracompactR-differentiablemanifoldの場合,

Hl(M)deRham =Hl(M ;R )

ここで,R-係数の特異コホモロジー群 Hl(M ;R )は実ベクトル空間で,ホモロジー群 Hl(M ;R )

(これも実ベクトル空間 )の双対空間になっている｡ということは,要するに, deRhamのコホモロジ

ーによるベクトル ･ポテンシャルの分類 とR一係数の特異ホモロジーによる閉曲線の分類 とは,一対一に

対応 している,ということである｡

ところで,このホモロジーによる閉曲線の分類 と,ホモ トピーによる閉曲線の分類 とは同じでない｡

一般に,ホモ トピーによる分類の方が,より細かい分類になっている｡

日日によると,Gを任意のアーベル群 として,次の公式が成立する:

Hl(M ;G)等HIGW)㊤ G+Ho(M)*G

Hl(M ;G)gHom(Hl(M)･G)+Ext(Ho(M)･G)

ここで,

H (M)=H (M;Z)(p -0,1)P P

である｡要するに,一般係数の (1次の)ホモロジー群もコホモロジー群も,Z一係数のホモロジー群

〟o(〟)と〟l(〟)で書ける｡

Mキ¢で pathconnectedなら,上の2つの公式の右辺第 2項は, いずれも0になることが示せるか

ら,この場合はHl(M)だけで書けるo

Lたがって, とくに G-R のとき,公式は次のようになる :

Hl(M ;R )gHl(M)@ R
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Hl(M ;R )SHom(Hl(M)･R )

最後にHii)によると,Mが pathconnectedの場合,すべてのx∈Mにたいし,

Hl(M)≡ 7Cl(M･x)abelianized

とくに 7El(M,n)がアーベル群なら,

Hl(M)≡ 7rl(M,x)

5.具体例への応用

1) CaseA:M-R3は, pathconnectedであり, simplyconnectedである｡次の計算 :

0-7El(M,x)≡ Hl(M)

竺 Hl(M ;R )≡Hl(M)deRham

が示 しているように,ホモ トピー群がOであることから, deRhamのコホモロジー群 も 0であることが

導かれる｡

したがって,空間が単連結なら,AB効果はおこらない, ということがいえる｡

2) CaseB:M-R3-K (円筒 )は pathconnectedであるが, notsimplyconnectedである｡

7El(M,a)竺Zであり,これはアーベル群だから,(iii‖こより, Hl(M)竺Z･日日の公式 を使 うと

Hl(M ;R )≡H｡m (Z,R )三R

となるから,日)によって

Hl(M )deRham 竺R

が導かれる｡

したがって,空間が単連結でなくてホモ トピー群がZの場合には,このことから deRhamのコホモロ

ジー群がRであることが導かれ,AB効果の説明ができる0

3) ところで,空間Mが "単連結でない〝ということは,たんに, 7El(M,a)≒0を意味するにすぎ

ない｡このホモ トピー群がZでなければ,必ず しもdeRhamのコホモロジー群R が得られるとは限ら

ない｡

たとえば,Mが回転群 SO(3)のパラメーター空間だったとすると,このMは pathconnected,not

simplyconnectedで, 7C1(M,a)≒0 である｡しかし,

打1(M･x)≡Z2(abelian ), Hl(M )竺Z2･ Hl(M ;R )≡Hom(Z2,R)-0
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となって,

Hl(M)deRham - 0

である｡

ここではたんに,ホモ トピー群がOでなくてもdeRhamのコホモロジー群が 0であるような数学的な

例をあげただけだが,もしこのような空間〟が,何かある力学系の configurationspaceとして意味を

もっているとするなら,次のことが結論できるだろう:

空間が単連結でないことは,AB効果がおこるための十分条件ではない｡

4)M-SO(3)をconfigurationspaceとするような力学系は,考えられないわけではない｡実際,

これを球対象なコマの configurationspaceとして扱った Schulmanの paperがある4)0 (なお,

SO(2)をconfigurationspaceにもつ力学系は平面回転子である｡ )

しかし,ここには, もう一つ別の例をあげておく.d次元空間にn個の indistinguishableparticles

がある場合, configurationspaceは5)は,

M- (Rdx- ×Rd-D)/Sn

TI個

ここで対角線集合D を引いたのは,粒子の座標が一致する点 を除いたことを意味する｡また,対称群 s n

でわって商空間をっくったのは,粒子が "区別できない〝ことを考慮 したためである｡

d≧ 3 の場合,

7El(M,a)竺 S ･n

これより,

Hl(M)gS abelianizedg sn/An =Z2n

となる｡そうすると,以下の計算は,M-SO(3)の場合とまったく同じで,

〝1(〟)deRham - 0

が導かれる｡これは,AB効果がおこらない場合である｡

なお, i-2のときは トポロジーがまったく異なり,

打1(M･a)三 Bn(R2) (Braidgroup)

となる｡この場合は, 2次元電子系の分数量子ホール効果との関連が,最近問題になっている6)0
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