
｢進化の力学への場の理論的アブローーチ｣

●●
Lも空間的配置に基 くものである必要はない｡こういう視点は,対象系だけを扱っているつもりの前節の

話でも,そのstate-Observableに関する議論が示すように,実は量子論の一番基本的な概念設定の所にま

で忍び込んでいるものであり,町田 ･並木 ･荒木理論での観測過程-波束の収縮の議論にも勿論,この間

題は密接に絡んでいる｡既に述べた≪bundle構造,localoglobal(->紫外-赤外 )≫,≪個別的構造

-分類空間 (-構造の分類指標が形成する高次構造 )≫という視点 と併せて,≪subsystem
埋込み

条件は期待値
totalsystem≫というこの図式も,階層移行を記述する有力な概念装置の候補の一つだろうoこれ らは

多分別々のものではなく,相互に深 く結びついており,然るべき具体例に即して,その相互関係を掘 り下

げることも,何れは有用になるのではなかろうか?
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確率過程の方法による非平衡熱力学

京大 ･理 長谷川 洋

§1. 序

非平衡熱力学に関する昔からのテーマは ｢エントロピー生成 (entropyproduction)｣の問題である｡

これは文字通 り現象論としての熱力学に出現し,これまで統計力学的にその基礎を与えようとする努力が

なされながらも決して成功を収めたとは云えない非平衡系に関する基本問題の一つである｡ '60年代初頭

までの結果はdeGroot-Mazurの教科書 1によくまとめられてお り,確率過程の方法がこの問題に有効な

ものであることが示唆されている｡一方,確率過程の数学的手段は70年代以降量子確率過程 をも含め著

しい発展を遂げていることが認められ,これを駆使 して問題に光を当てることは有意義なものがある｡

'60年代から'70年代にかけてエントロピー生成概念を非平衡系の研究の道具立てに用いたのはⅠ.Pri-

gogineとそのスクールであった｡その将来-の展望は巨視的体系が くかたち'を形成する法則を集大成し

ようとするもので,彼がその書2において ｢散逸構造 (dissipativestructure)｣と呼んだ自然の秩序形
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成の法則化-の指向であり,平易な言葉での ｢自己組織化 (self-organization)｣と同義概念であると考

えられる｡ここでは,素朴な熱力学概念 としてのエントロピー生成についてPrigogineが述べたことを要

約 し,ついでこれを精密概念に高めようとしてなされた諸研究 と末だ解明されていない諸問題点を解説す

る｡

§2.熱力学概念としてのエントロピー生成

巨視的系を特徴付ける示量性状態量エントロピーの巨視的 (時間 )変動を次のように表す :

dS-d｡S+diS (1)

それは系が外部 (環境と呼ぶ )に接触している開放系であり,全変動dSは系の内部的変動 di白と外部と

の交渉による変動 d｡Sとに分解されることを示 している.(通例,開放系 とは環境との間に物質の交換一

質量交換-のある巨視系に対し与えられる名称である1が｡ここではより広く(熱交換だけの場合も含め)

この言葉を用いることにする｡)内部的変動は系の状態を指定する巨視変数 Ⅹα(α-1,2,- )の時間発

展のみによって定められ,それらは熱力学第二法則に従 う不可逆過程であるとする:diS(Ⅹ1,Ⅹ2,-･)

-∑α琵 dxα≧Ooこのとき単位時間あた ｡のエントロピー内部変化筈 をも-てエントロピー生成と
定義 しPで表すことにすれば

P(-P(Xl,x2,･-))±∑｡J｡Ⅹα (2)

ただし J｡-普 :状態変数 Ⅹaの時間微分 (献 上 x｡の く軌 (flux)'

･α-琵 ‥流れJαを生ずる内的- 一般化された熱力学力 (force)

と呼ばれている｡Prigogineによって述べられたェントロピー生成 pの性質は概略以下のようにまとめら

れる3 :

L P≧0そしてp-0は(熱的 )平衡状態を意味する｡

Ⅰ.minP(Pを極小にする状態 )は定常状態を意味する｡従って,勿論熱平衡状態は定常状態の一種で

あるが,逆は真でない｡熱平衡 と異る定常状態はP>0であって且っ極小のPを与える状態ということ

になる｡

丑･しばしば∑｡ J｡票 ≦ Oという不等式が成立することが認められるoこれを法則化 し,次の不等式

として ｢時間発展規準 (evolutioncriterion)｣と呼んだ :dxP-∑αJαdXα≦0 (Glansdorff-

prigogine)これはP(xl,x2,-･)の全微分を表すものではない｡しかしながら線形不可逆過程Ja-

-∑pLαpXpの範囲でOnsagerの相反定理4(磁勢性の外力のない場合Lp｡ =LαJCが成立っならばdJ

-LdX従ってdJP-dJ･X-(LdX)･X-(IJX)･dX-J･dX-dxPであるからdP(全微分 )

- 2dxP≦ 0となって上述の不等式はPの時間変化に関する不等式として成立する0線形不可逆過程は

平衡状態に近接 した状況での不可逆過程と考えられ,安定な定常状態を意味するから,G-Pの主張は

一般に次のように理解されよう｡
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Ⅱ'･諾 <
Oは系の安定な時間発展の-規準である｡

筆者補注 アンサンブルの耽念を含まない熱力学の枠組では,以上の説はすべて小数の熱力学変数の関数

群に関する等式 ･不等式 として述べられている｡ (ただし一般には空間的に一様でない体系を想定 して,

これらの変数は時間とともに空間変数によると考えられ,それらの密度関数によって時空のバランス方程

式が設定されるO以下では空間的に-様な場合に限定する｡)Prigogineらの主要な目標は上述の1,Ⅱ,

Ⅲ′を非線形不可逆過程にまで拡張 しようとするものであったが,分布概念を用いての統計力学的基礎付け

の問題とともに現在確実な理解は得られていないと考えられる｡そのうち一つの興味ある試みはG-P不

等式 dxP-∑｡JαdXα≦0を非線形不可逆過程にまで拡張 してⅢ′に結び付けようとする一柳氏の考察

(私信およびこの報告の後の氏の記述 )である :もし適当なスカラー関数g(Xl,x2,･-)があって J｡

雲 が成立すればdxP-dyのように全微分とな ｡町の時間発展に関する符号の法則化が得 られるこ
∂xa'VJĴ山 ′qVl小uA⊥ u▲ー′い
こなる<そのためには三並 _空 室とになる｡そのためには

∂xp ∂xα
が必要であるが,これが非線形Onsager相反定理 とみなさるべき関

係である｡これを有効に体系化するためには熱力学変数を状態変数 fX｡)から(Ⅹ｡)又は tJ｡)に変更す

る手続きを確立しなければならない｡線形の範囲でこれを具体的に示 したのがOnsager-Machlup理論 5

である｡それによれば,二種類の二次形式散逸関数¢(J,J)およびW(X,X)がガウス過程x(t)に対

し定義され,定常過程のもとでJ-LXおよび¢(J,J)-g(X,X)が成 り立っ (一般 の非定常過程

ではJとXとは互いに独立 )ような遷移確率に対する最大値原理を証明することが出来て,それが線形不

可逆過程でのエントロピー生成極′トー 正確には散逸極′トー 原理 となる(その際票 -- V- 2g(X,

X)>0が成立する ).一柳氏の提案はこれを非線形の場合に拡張 しようというもので,一般に二次以上

の散逸関数¢(J)とy(X)とを想定し,その間のLegendre変換を引き起す変分原理から非線形Onsag-

er関係式 Jα-芸 を導こうとするものである(§5参照 )O

§5.情報量を用いた ｢エントロピー生成｣定義付けの問題

<ェントロピー生成'以前に,くェントロピー'自体を情報量として論ずる仕事は巨大なものがある (最

近の成書として梅垣 ･大矢6がある)｡ここでは簡単に有限系に対 して要約する｡

3.1 Kullback情報量およびその く量子化'としての相対エントロピー

N個の状態 i-し 2,-･Nに対して定義された系の集団が確率分布 tpi;i-1,･-N)によって記述

されるとき,その系のもち得る情報の大小を計るKullback情報量 :p- tpi),す- (Fiiに対 しK(p,

す)-∑rT=1pi(logp1-logFi);∑pi-∑すi-1

(1) K(p,す)≧O,等号はp-す(i･e･pi-Fi i-1,2,-N)のみ

(2J pに対する凸性 K(llpl+ }2p2,す)≦11K(pl,首)+ 12K(p2,す)

(o≦ 11,ス2 11+12- 1;等号は ス1-0又は 12- 0)

(3)同次正値写像に対する非増加 p- p′- Ap,す一首′-A首 (ただしAij≧0,∑ iAij-1)

K(Ap,A盲)≦K(p,育)

量子力学系はヒルバ- 卜空間の上の有界作用素全体が作るC*一代数やその部分代数としてのvonNeuma-

nn代数によって記述され,確率 piに相当するものは狭い意味で密度行列p一般には く状態' (正値汎関
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数 )である｡上述の有限系にはNXN複素行列全体の作る非可換代数が対応 し ｢N-準位原子のモデ/レ｣

と呼ばれて扱われて来た｡このときK(p,す)-trp(logo-log首)であって

(1) K(p,石)>_ 0,等号はp-才のみ

(21 βに対する凸性 (古典 (可換の場合 )と同じ)

(3) K(Ap,A言)≦K(p,才)(AはT,Ap-T,pを満す完全正値写像注)

を満足する｡7(注.一般にⅩ≧0に対 し｣Ⅹ≧0を満す｣は正値写像と呼ばれるが,非可換代数上で上の

性質3)を満そうとするならばこの意味の正値性だけでは不十分でより強い完全正値性が必要とされる :一

般に (無限次元 )C*-代数 91の上の完全正値写像 Aとは91とともに任意のnXn行列代数 Qtnとの直積91㊤
′ヽ■■′′ー ′■■′

Qln (n-0,1,2,-･)に対 してA(Xn)≧0,Xn(∈9L⑳ Qln)≧0,が成立する写像である｡)

3.2 相対エン トロピーの時間微分としてのエントロピー生成

以上から知 られるように,二つの確率分布pと百との間の く遠近'を測る量がK(Ⅰ),首)であり,pが

首に時間的に接近するレー トをもって pという状態にある系のエントロピー生成を定義すればよいであろ

うと誰しも考える｡今正値写像p-Jp(dij≧0 ∑ iJij- 1)がマ′レコフ鎖 (｣-｣t;dt･ds-dt+s

At=0- 1,llAtH≦1を満すマルコフ半群 )をなすとすると, t--でpは定常分布 (一般 には一つ と

は限らない)に向かいそのような定常分布を首とすれば一芸 K(Atp,す)≧Oが保証される｡これが云
d

わゆるH一定理であって,マルコフ鎖以外にも拡散過程 8や量子動力学半群 9に対 し証明されているO-aT

K(Atp,す)をもって系のエントロピー生成 とみなしこれからG-P不等式 Ⅱを導 くことを最初に論 じた

のはSchragllOと思われる｡それはK(p(t),す)が一種の リヤプノフ関数になっているという認識に

基いている｡次に論ずるようにこの考えが正 しいのはマルコフ過程によって近接する状態盲が熱平衡状態

の場合であって,そうでなければ-一般には ｢ェントロピー生成｣概念の資格を欠いているのである0

3.3 相対エントロピー時間微分 としてのエントロピー生成の適否

系の時間発展が-ルコフ過程で記述されることを許容するにしても,それをも-て直ちにp-一意 K

(pt,首)とすることにはならない.その理由はPrigogineの くaxiom'1を考えれば明 らかである｡こ

こではPは時間変化する分布 pt-Atpt=0および定常分布首- lim Atpt=O(At首-盲)の同次汎関数
t→∞

となっているので

P-P(p,ち)

と書 くことにすると P(p-首,首)-0.

すなわちすが定常分布であるということだけでエントロピー生成はp-首において常に最小値 Oを取るこ

とになる｡それは非平衡定常状態から平衡状態を特徴付けることを意味しない｡この欠点を考慮しマルコ

フ過程のplausibleなエントロピー生成量を論 じたのはSchnakenbergll,Alexandrowicz12,Naka-

gomi13,Qian14である｡中でもNakagomiはSchnakenbergのadhocな議論 を開放系一般 の枠組定

式化 として再構成 し,またQianは不可逆循環 (irreversiblecirculation)との関係を明 らかにする定

式化を提出 した｡簡単にSchnakenbergの議論 11を見よう｡
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dPi

Ti一一-∑J(γijPj-γjipi)

に従 うマルコフ鎖を考察 し,これに対 して定義される一品K(pt,首)を計算する:

事 (pt言 )ニー∑i霊 log若-∑γijP,flog

t

l,j

(4)

t-

≧∑ γij申 苛 )≧o (cf不等式 .og妄≧ 1-x'･ '5'1,j

これはスタンダー ドなH一定理であり等号はpt-首のときのみ成 り立っ.これに対 し上の式の等式の最右

辺に現れる量∑ ijγijP;log謡 の logの中を舘 置き換えた式は･∑ i,I,i, P,flog

/,,rjip上_ハfJ:J#ロすえ ｡〈Lふ1,〈nL〈pNf4.､の来.ia七趨ji,̂､爪十二…TT｡山乙

t

姐 ≧∑ ijri,P,!γjipi

×(1宣肯)=Oを満 足するoSchnAkenbergはpiの発展方程式(4)の右辺に現れる量γijpj~γjipiを
(確率の )流れ (flux)Jijと定義 しこれに対するくforce'をxij- log言語 で定義するならば,次の封

がこのマルコフ鎖に属する ｢エントロピー生成｣ として適切なものであると論 じた｡

p(p)-∑ (ij)喜JijXij-∑ i,jγijpjlog器≧o
この不等式において等号は rijpj- γjipi(すべての (i,j)-pairに対 し)

のときに限 り成立 し,それは詳細均合 (detailedbalance)を意味する｡マルコフ鎖の理論によれば,既

約なマルコフ鎖において詳細均合が成立っのはユニークな定常状態に限 りpi- e~¢iと表すことが出来るo

従ってこれをpeで表すならば(6)に対し

P(p)- 0く→p- pe (8)

すなわちエン トロピー生成がOとなるのはpe(平衡状態 )に限ると主張 してよかろうOまた, p≠ peに

対 してはP(p)-∑iJγiJpj(logrijpj-logγJipi)>0でこれは詳細均合からのはずれ を意味するの

でAlexandrowicz12はP(p)をくdetailedimbalance'と呼んでいるO最後に(6)式 と熱力学関係式(1)と

の対応をみよう:

rji

p(p)-∑i,jγijpj.Oga -∑1,jγijpjlog7IT
[右辺第一項]--ま ∑ ipilogpiを考察するならば,これは次のように書き換 えられる

票 -∑i,jpi (γji.Ogt ,+P(p) P(p)-慧 主o

% S･憲 ,憲 -∑j< γjilog岩 ,pi

ただし < ･>pi…∑ ipi(･)は確率分布 tpiiに関する平均である｡
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この立場からすれば,マルコフ鎖であるこの系の環境 との間でなされるエントロピー変化を示すのが∑ j<

rjilog圭 であ ｡-ルコフ遷移 i- jに伴い単位時間あた りγjilo鵜 のエントロピー変化があるo特

にdetailedbalance(7,が平衡状態に対して成立するとき売 -e軒 ¢i-e盲打 ej) (平衡分布がエ

ネルギーの正準分布の場合 )

i S 去 ∑j< γji(Ei-ej)>｡i-- -
1 dQ

dt kTdt
(10)

すなわちこの系が外界に放出する熱エネルギーに伴 うェン トロピー変化を示す｡マスター方程式(4)のこの

ような熱力学解釈を与えたのはNakagomi13であり,Schnakenbergの提案をmesoscopicthermody-

namicmodelの名称で統一的にまとめた｡ここで用いた くmesoscopic'という語は対象系である力学系

について確率分布 tpi)による微視的記述また環境 (又は熱浴 )についてわずかな熱力学変数だけの巨視

的記述を適用するというmicroとmacroの中間的な立場を表明するものである｡

§4. Lebowitz多熟浴開放系のモデル

確率分布が定義された対象系の動力学をマ/レコフ過程 として与える立場ではかなり｢股的にしかも簡明

に熱力学法則 (第一法則および(1)を｢股化 した第二法則 )を構成することが出来る｡これはLebowitz15

が 1950年代にすでに定式化を行っていたもので, 1970年代量子論的なマルコフ過程すなわち 3.1で略

述 した完全正値写像 としての半群 一 量子動力学半群 (quantum dynamicalsemigroup)- が確立し

たことによりSpohn-Lebowitz16によって 1978年再定式化された｡筆者ら17はこのモデルが レーザー現

象にとって極めて都合 よいものであることを知 り,これを用いて非線形光学の熱力学を論 じた｡エントロ

ピー生成の問題のみならず自己組織化の簡単な実例 という意味から以下に紹介する｡Lebowitzのモデル

とは §3の最後に示 した熱力学-の橋渡 しを対象系の按する熱浴が複数個ある場合に拡張するとともに外

場の作用 としての く仕事'を取 り入れることを可能にしたものであって以下のように示 される (文献17参

照 ):

密度行列 β(classicalでは確率分布 p,以下はquantumで記述 )の対象系はマルコフ型時間発展の

generatorLの運動方程式に従 うが,そのLは

d/) r
- -Lp;L-Lo+∑ Li
dt i=1

L｡(･)- i[･,H] (- ミル ト-アン貢は一般に外場を含む )

Li(･)-dissipativegeneratorwithdetailedbalance18

LiP冒-o p冒-e-Pi(Hサ ) (川

のように-一般に,外場の作用を含む- ミル トニアン部分および異る温度P;1の熱浴に接近 を許す複数

の散逸的なgeneratorの和からなる｡この系に対 し次の熱力学関係式が成 り立っ｡

第 1法則 dE-∂w+∑ ;=1∂Qi

第 は 則 dS-∑;-1註 ∂Qi･0(p)dt,o(p'≧0
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但 しdE-<L*1-1>pdt,dS-<L*(-logo)>pdt, ∂W-<L;H>pdt,∂Qi-<L芋H>pdt

<L*x>p…Tr(Lp)Ⅹ (L*はILの共役generator)

全微分dと部分微分 ∂との区別はtotalgeneratorI｣による時間変化かそうでないかの区別による｡

上に得た第 Ⅰ法則の形式はマルコフ鎖に対する結果(9)の拡張になってお り,(1)との対比は

deS-∑I=1誌 ∂Q i,diS-o(p)dt

すなわちα(〟)がェントロピー生成 pを表わし,今の場合

o(p)-∑言=1<L:(logpデー logp)>≧0

このエントロピー生成 6(P)は(14)とともに

o(p)-O は HH-H かつ JC1-P2-･･･-P,,p-peのみ成立｡

(12)

(13)

(14)

(15)

すなわちPrigogineのaxiom lを正 しく反映したものとなっている｡

また,上の結果は古典的な連続マルコフ過程すなわちLがFokker-Planckoperatorで表される場合 に

もそのまま適用される:テンソル記法を用い

Lop-一叢(Ⅴレ(x)p'(divv-0),LIP-叢(DLL''x)p(x)%log器'(16,
このとき

0≦再 )-∑r=lJD去L''x'(菜 log器 )(a log畏冨 )p(Ⅹ)dx (17,

で o(p)- 0はp冒(x)- p2e(Ⅹ)---p(x)の場合に限る｡ ((16)でdivv-0の条件があればLoはob)

に直接寄与しない｡外場の効果はα(p)を通 して間接的に現れる｡)

もっとも簡単なレーザー発振の理論は次のようなものである:空洞共振器内の二準位原子系に対して準

位間に共鳴する電磁波モー ドの増殖を確率過程としてとらえると,このモー ドのフォ トン数が対象系でこ

れに二種類の温度の異る熱浴が接触する｡一つは空洞の壁で外界 と等しい温度,他の一つは二準位原子系

でポンピングによりその分布の温度は増大 し逆転分布にまで達する｡従ってLebowitzモデルで云 えば二

熱浴開放系 ということになる｡Fokker-Planck方程式による記述 17では一般式(16)において

L0- 0(外場なし,,Ll-Lc-孟 [cncn(三 十品 )･]

a r LAnAIn

L2=LA=有 [1+sn

∂

(孟 +有 )･]

(18a)

(18b)

のように発振モー ド･フォ トン数nを連続変数 とみなすFokker-Planckoperatorで具体化される｡

nc-外界の温度からきまる熱フォトン数
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nA-原子二準位の分布によって定まる実行フォ トン数 (ポンピング･パラメタ 日日 の増大により

可変で分布反転 の結果負の値を取る )

定常状態におけるフォ トン数 nの分布は (Lc+LA)p-0の解であるが,それはポンピングの程度によ

り著 しく異 り,言< 1(熱 フォ トン)から言≫ 1(発振 )-と重心がシフトするoそのようなレーザ一定

常発振分布は非常によい近似でnに関するガウス分布const.×exp [-
sC

2lAl(nc+lnAl)
(n-nc)2]

で表されることが知 られている019n- a*aのように複素 a-平面上では原点を中心 とする半径JTcの輪∩
環上にピークをもつ分布 となるoまた,e~石丁 の熱フォトン分布が反転分布した原子系 との接触によ り

急速にこの分布に転化する様子はtime-dependentFokker-Planck方程式の問題 として扱われているが,

中間に高いゆちぎの発生する段階を-て再び沈静化したガウス分布を生ずる状況は ｢自己組織化 (self-

organization)｣の簡単な典型例 と考えられた02O熱力学則にあてはめた結果は次のようになる｡ ∂W-

0として

第 1法則 dE-∂Qc+∂QA

第 帽 則 ｡S>聖 言 聖 kTc=恒 nc
kTc kTA kTA-弟wnA(<0)

定常 (発振 )状態ではdE-dS-0で第- 法則 は (議 一志 )∂Qc<0と書かれるから,TA<0を
考慮 し∂Qcニー∂QA< Ooこれは発振モー ドが原子系より熱エネルギーを獲得し外界-放出するという

熱機関の役割を示すものである｡

上と同 じレベルで論ずることの出来る非線形光学系の熱力学の他の例に光学二重安定性の問題で,原子

系のポンピングを伴わず強い外電場のもとでの非線形光吸収を扱 う｡17ここで興味を生ずるのは非線形 レ

スポンスを正 しく定式化出来るかという問題で,非線形Onsager関係式 とそれに基 くェン トロピー生成

の問題であり(§2筆者補注参照 ), (一般論 として次節で説明しよう｡なお,ここで述べた非線形光学系

のFokker-Planck方程式の取 り扱いには,モ- ドと原子自由度 とを同等に扱 うLangevin方程式 とそれか

ら原子自由度を消去する粗視化の問題があるが割愛 している (詳 しくは17および21参照 )

§5. Onsager-Machlup理論の非線形化問題

非平衡熱力学を確率過程 として定式化する一つのアプローチはOnsager-Machlup理論 5に見ることが

出来る｡この理論は線形ガウス過程に限定 してではあるが (Onsagerが散逸極小 (leastdissipation)と

呼んだ )ェントロピー生成極小原理を明快に基礎付けているので,これを非線形の場合に拡張すればよい

と誰しも考える｡ 1970年代中頃そのような研究が続出しているが,完成はしていない｡例えば,非線形

のOnsager関係が どう与えられるかそれがェントロピー生成 とどう関係しているかをはっき り示 したも

のはないと思われる(個々の研究を調べてはいないしここでそ うする余裕はないが )0 0 -Mはもっとも

簡単な線形減衰ⅩニーγxをLangevin方程式 芸--γx+R(t)の平均結果と考え,その定常分布 p｡(Ⅹ)
㍗ 2 ∂

- e-元x におけるOnsager関係式 妄-LX(X-3=logpo(x))を一つの散逸的力学の Lagrange
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変分原理

aJtlL(左, x)dt- 0,L(去, x)-左 (芸+γx)2to
(19)

の結果としてとらえた｡上の変分原理の結果は;'-γ2Xであり,forwarddampingx--γxとback-
O

●
warddampingx-γⅩとが同時に含まれているが,その確率過程 としての意義は二時刻 to,tlにおける

x(t)の確定値 x(0),x(1'を-なぐ軌道はこの二つの解の線形結合でありその軌道に沿う作用積分左 1

L(妄(t),x(t))dtがマルコフ遷移確率の対数を与えている:

logP(Ⅹ(1)tlJx(0)to)+const(indep.ofx(1),Ⅹ(0))ニーJtlL(妄(t),Ⅹ(t))dt(20)
to

定常不可逆過程は時間に関する境界条件 tlを自由とLt1--で収束する成分を取 り出したものでそれが

forwarddamping妄ニーγxかつ不可逆関係式-I)Xを与えるO(全 く対称に t｡を自由とLt｡一一-で

収束する成分を取 り出せば芸-γⅩニーDXが得られる｡0-Mはこれをくmirror･image'と呼んだ｡)そ

のような定常過程に対するLagrange変分原理は次のような変形のもとに散逸極小原理となる :

logP(Ⅹ(1)tllx(O)to)-喜I.tol[x友 一(め(妄)+ g(x))]-ax(;,dt･const el,

ただし¢(;)-去 妄2,g(x)-喜Lx2で定常過程が実現する以前の段階 (すなわち変分を取る以前 )

では左とXとは独立な変数 と考え,変分はnux妄(-J)に関し行われるものとする｡そ して,走常過

程が実現する状況では積分の各時刻においてmaximizationがなされるとして,X妄-め(妄)-max(妄)

をもって散逸極小原理が得られる(- 妄 -LX :Onsager関係式 )｡線形不可逆過程がガウス過程 として

関係附けられることは0-Mとは独立にHashitsume22によっても論ぜられていた｡一般の (非線形 ド

リフ トを許す )Fokker-Planck方程式で記述される過程 (すなわち拡散過程 )に対 し同様な定式化が出

来ないであろうか｡筆者の考え2は次の通 りである｡ (複数の変数を想定しテンソル記法を用いる｡)

平均運動が妄p-vp(x)で与えられる拡散過程の0-MLagrangianは

L(;,x,-轟 (妄〃-Ⅴ〟,(i y- Ⅴ 〃 再 篭 L〟〝-Lyp (22,

である｡I｣即 は上の運動をLangevin方程式に従 うとしたときのランダムカの相関の強さに関係 し,一般

には座標xの関数であってよい｡但1)に相当する変分対象の方程式を導くのはかな り面倒でここでくわしく

説明出来ないが,一言で云えば拡散過程に関するH-定理の積分である一つの恒等式に ｢最確軌道｣の概

念を入れて得られる :

o(i)-吉LLly(妄p- (vp-VPO))(Ly- (vy-VVO)),W(x)-与Lp〝ⅩpXリ

∂

ただし vpO(x)-Lpン(x)xy,Ⅹ リ-有言 logpo(x)(po(x)-定常分布 )
(23)

この最後の関係は座標変数xをforceXに変換する規則を与え,また最大値原理はOnsager関係式 として

xp-vp(x(x))を許し,その結果¢(ふ)十g(x)-2g(X)がェントロピー生成を与えることになる
●
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のである｡

以上をまとめ,分布がFokker-Planck方程碩 -売 (-vpp)+量(L〝〝器 )の解である系の
熱力学的性質に関し次のことが云える注 :

1･ ドリフト速度 V(x)および拡散係数 L(x)(>0)が与えられた一般の拡散過程 において,その定常

分布 po(x)から定義される熱力学力X-∇logpo(x)を用い,Onsager関係式はJ-vtx(X))で定

められる｡それは散逸極小

J･X-め(J,X)- max(J) 伽)

但 しの(J,X)-iL｣1(J- (p-vO))(J- (V-vO)), vO-LX (¢のX依存性はも,V,のx

依存性 :X-∇logpo(Ⅹ)からも生ずる),の結果であり,それを¢十 gに代入した量 ¢(V,X)十 g

(X)-2g(X)- (LX)･Xは次の意味でエントロピー生成を与える:

p(Ⅹ(1)tlIx(0)t｡)-constX(
p｡(Ⅹ(1))

p.(x(O))
)1/2｡-(tl-to)(LX)×2

2･ Potential条件∇×L-1p-o(た (L-1v)p-売 (LJv)y)

が成立する場合 V-vOでOnsager関係式は通常の形式J-LXとな り(拡散係数 Lが定数なる限 り,

これは線形不可逆過程 と同一形式であるがそれは必ず しもガウス過程を意味 しない),非線形性はい ∬

(X))を通 じてのみ生ずる｡

ポテンシャル条件のある拡散過程 とは,過程が時間反転を許すことを意味しマルコフ鎖の詳細均合の条件

に相当していて定常分布がpo(x)-consteJxL~1vdlXのように求積で求められる場合である (広義の熱

平衡 )｡それはOnsagerの相反定理が成立することと同等であると考えられるが,その意味では§2の補

注で述べた一柳氏の提案 とはL-定数 を別 として一般に一致 しない｡なお,この条件が成立するとき,

･J昔 ,｡<0とGlansdorff-Prigogineの時間発展規準の成立することが示されるが,これは一般に

孟<J･X'｡< 0を意味 しないo実際 レーザー発振分布-の移行に際 し激 しいゆらぎの発生に伴-て孟

<J･X>p>0となることを確かめている｡24

§6.種々の問題点

6.1. 非線形 Onsager-Machlup理論の基礎 前節最後に述べたことは筆者の考えであり,一般に承認さ

れたものではない｡これを確実なものとするのは確率過程論の-課題 となる｡その場合の興味ある問題は,

確率過程を時間の一方方向だけの過程 としてではなく逆方向の過程 を同時に取 り入れる く力学'として定

式化することであり,それは0-MLagrangianが出発点 となっていることからも明瞭である｡この構造は

Nelson25が始めた確率量子化のための ｢確率力学 (st｡chasticmechanics)｣と密接な類似性をもって

注.少くともポテンシャル条件の成立する場合確実であろう｡そうでない場合,所謂circulationに伴うエントロピー生成

がどうなるか,については問題がある(§6参照)0
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いて,Yasue26が提案 した確率変分法により表現することが出来る｡27しかしながら, ｢エン トロピー生

成｣ という熱力学概念に到達する部分においては,概念上解消出来ていない問題点が幾っも残っている｡

理解の深化を必要とする基本的な問題は,Onsagerが提出した ｢散逸極小｣概念 とPrigogineの発想であ

る ｢ェントロピー生成極小｣概念の相互関係である｡(線形不可逆過程では,J･X-め(J)-max(J)

がOnsager関係J-LXを定め,その結果の2¢(J(X))- (LX)Xがェン トロピー生成 を与えた｡

Prigogineはこれを逆にとらえ,Onsager関係J-I,Xをgivenとし,これを附加条件とする変分原理J

･X-minが非平衡定常状態を定めるとした｡この関係が非線形の定式化に維持されるのかどうか,一柳

氏の提案 (§2の補注 )が回答になる筈である(後記参照 )｡

6.2. 情報量的エン トロピー生成 とOnsager-Machlup理論との関係 中国女性プロバビリース ト銭敏平

(QianMinping)28はマルコフ鎖に関するSchnakenberg-Alexandrowicz-Nakagomiのエントロピー

生成(6)がpath-space上に定義されたプラス過程の分布のマイナス過程 (time-reversedprocess)の分布

に対する相対エントロピーから導かれると論 じ,それを拡散過程に適用して宗 -量 (-vpp)十

(L〟塘 )に関L

p(p)-IL- 境 .ogp-(L-lv,p)(% logp-(1-1v)y)pdx

を得た｡P(p)≧0で,等号はポテンシャル条件の成立する場合のく広義,の平衡分布pe(Ⅹ)∞eJ･xl~1vdx

に限られる｡これはマルコフ過程一一般 にェントロピー生成概念を統一的に定義出来る可能性を示 したもの

と示唆的である｡直ちに考えられることは量子論的に拡張する問題で,量子動力学半群に関しエントロピ

ー生成の同様な表現を得,それがoとなる条件 と量子的詳細均合18との同等性を示すことが出来た｡29 し

かしながら,(量子論の場合はともかく)表式(27)と前述のOnsager-Machlup理論 との関係が明らかでな

い｡ (ポテンシャル条件又は詳細均合がある場合については両者の間に矛盾はないが,そ うでない場合

｢不可逆循環irreversiblecirculation｣のエントロピー生成-の寄与についての理解が不十分である｡)

6.3.情報量的エントロピー生成の基本問題 上述の研究 (Nakagomi,Qianら)により,マルコフ過程

一般でこのエントロピー生成概念が非平衡状態を特徴付ける基本量として次第に定着化する方向にあると

云える｡これがPrigogineのaxioml,Ⅰ,班(又はⅡ′)にどこまで迫ることが出来るであろうか ?元来

熱平衡状態を特徴付けるというテーマは統計力学基礎論の問題 として取 り上げられ,例えば く変分原理 と

KMS状態 との同等性'のように数理物理の定式化から回答されているが,ここでは非平衡状態 (限定は

されているが )の中から特徴付けるという発想にこの課題の重要性がある｡その場合,詳細均合或いはポ

テンシャル条件の成立することをもって平衡状態 と割 り切れるかどうか疑問が残る｡エントロピー生成極

･順 理 00 はこの立場からすれば,例えば- 即に関する何らかの変分原理が定常分布売 (-V〟po)+

量 (Lp葦 )-Oを確保するものとなる-きである (文献 17におけるこれに関する議論を参照 )｡

6.4.外場によって誘起されるエントロピー生成- レスポンス理論のエントロピー生成概念 線形応答

理論 (Kubo理論 )30においては,応答係数を算出する手法が密度行列に関する- ミル トニアン･ダイナ

ミクスで一貫されている｡それはエントロピー生成をどう取 り出しているのであろうか ?一柳氏の所論

(本稿に続く)に一定の回答を見出すことが出来る｡小嶋氏によれば,VonNeumann代数の相対エント
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ロビーの概念を用いて一般的に定式化出来るものである(一柳 ･小嶋 ･長谷川で準備中 ).
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後 記

1. Onsager-Machrup理論に現れる二種の散逸関数¢(I)とW(Ⅹ)とはLegendre変換 によって変数

Jか ら変数Xに移れることが散逸極小原理とェン トロピー極小原理 との間の関係を与える｡これを非線形

の場合に拡張 しようという一柳氏の提案は中野藤生氏のアイディア.である(私信および中野氏のプレプ リ

ント)｡ しかし筆者の理解する限 り,それは確率過程の理論から導かれるものではないようである｡

2. この報告を書いたのち,他のもう一つの研究会 ｢カオスとその周辺｣が催 された｡散逸系のカオスに

おいては tstrangeattractor'の測度に対する変分原理が確立していて,最近の高橋陽一郎氏の研究によ

れば,それは熱平衡状態に関するGibbsの変分原理と同様な形式で書かれる｡ しかし,散逸系 カオスの

strangeattractorが非平衡系の基本的定常状態であるということか ら,むしろそれはOnsagerの散逸極

小原理に対応するものではないか と思われる｡今後の解明が期待される問題点の一つであろう｡

場の理論における断熱定理と非平衡熱力学

慶大 ･理工 福 田 礼次郎

熱的にisolateされたマクロな系のHamiltonianを
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