
一 次 元 フ イ ボ ナ ッチ 挙 措 晶 の 電 子 状 態 - 換 り込 み 群 に よ る 解 析

東 大 教 養 ･基 礎 科 学 科 第 - .阿 部 研 堂 寺 知 成

§1.軽食

近 年 ク ロ ー ズ ア ッ プ さ れ て い る 準 結 晶 の 概 念 は さ ま ざ ま で あ る . そ の 中 で も 理 想 的 な 革

括 晶 と して 一 次 元 フ イ ボ ナ ッチ 格 子 が あ る . フ イボ ナ ッ チ 放 列 (FI,.1- Fn十 F A _1､ F l

- 1 , F2= 2 ) に 阿 係 す る フ イ ボ ナ ッチ の A B 列 (A,B,A,A,8,A,8.1･･･)は ､ A か ら始 め て

A -･A B ､ B - A の 変 換 で 作 ら れ る■. こ の 変 換 と逆 変 換 に 対 し 自 己 相 似 で あ る の が こ の 列

の 頴 著 な 特 故 で ､ 接 晶 で な い の は A と B の 比 (F A_1/ F A_e) が 黄 金 比 に 収 束 す る こ と か

ら わ か る .

本 稿 で 扱 う電 子 の タ イ ト ･バ イ ン デ ィ ン グ 横 型 は ､ ith:ホ ッ ピ ン グ ･マ ト I) ッ タ ス I=

iA.8,A,A,8,･･･i:tA_14 ,,_1十tn.1¢ R.I- E ¢Aで あ る . 数 値 計 算 に よ る と エ ネ ル ギ ー ス

ペ ク トル は カ ン ト- ル 集 合 的 で あ る こ と ､ 各 バ ン ドの 状 態 数 が F__l:FI.:F.h l の 比 で

次 々 に 三 分 割 さ れ る こ と ､ な ど が 知 ら れ て い る . こ の 三 分 割 に 対 し て 次 の 直 感 的 説 明 が あ

る . A - 0､B >0 と 仮 定 す る と ､ 格 子 は B を 挟 む 二 度 子 分 子 と A A に 挟 ま れ た - 原 子 に

分 解 さ れ る . よ っ て 三 つ の レベ ル が で き る . AB列 か ら Bを 選 ぶ と 二 回 租 祝 化 し た 間 隔 の

広 い A B列 が で き る . 同 社 に A A を 選 ぶ と 三 回 租 視 化 した A B 列 が で き る . そ こ で さ ら に

大 き な 二 度 子 分 子 と一･原 子 が で き る とす れ ば ､ そ れ ぞ れ の レベ ル の 三 分 割 が 繰 り返 さ れ る .

本 研 究 の 目 的 は ､ ス ペ ク トル が 次 々 に 三 分 別 さ れ ､ カ ン トー ル 集 合 に な る こ と を 実 空 間

繰 り込 み 群 の 手 法 で 厳 密 に 正 当 化 す る こ と で あ る .

｣L2 . 日 P.相 似 を 判 別 し た 繰 り込 み _群 替 地

自 己 相 似 変 換 に 従 う租 祝 化 (A B- A ､ A - B)を 行 な う . 繰 り込 み 群 方 程 式 は ､

A (れ+1)- A (n)B (a) B (n+1)- A (A)E b(n)

E .(n+1)- E b(n)E .b(n)- tA (A)〉e F,I.(A+1):=E.(J))E b(A)- iB (a)le

E .b(A+1)- E .(A)E b(A)- tA (Jl)12- (ら (n)〉2

初 期 依 :A (1)= A , B (1)- B , E .(1)- E b(1)- E .b(1)- E

と な る ｡ さ ら に ､ 相 互 作 用 定 敦 の 比 ､ r (n)- A (n)/ B (n)､ お よ び

C.(A)- E .(A)/ A (A), eb(n)- E b(n)/ ら (A), C.b(n)- E ..b(A)/ A (n)

で 定一き 換 え れ ば ､

S.(n+1)= eb(n)8 日 (A)- r(A) eb(A+I)- S.(A)-1/ (r(n)eb(A))

e.b(n+1)- C.(A)eb(n)- r(A)- 1/ r(n) r (A+1)- 1/ eb(A)

初 期 値 :C.(1)I- 8.b(n)- E / A . eb(A)三 E / B , r(A)- A / B

(2.1)

(2.2)

を 得 る . C.(A)､ C .b(n)､ r(n)は eb(n)で 表 現 で き る の で ､ eb(A)の 関 係 式

ei(A+3):eb(n)ebe(n+1)- Eb(n+1)/ C.(A-I)- eb(爪+1)/ c b(A+2)- cb(n) (2,3)

に す べ て の 情 報 が 含 ま れ て い る . こ れ か ら 導 か れ る 漸 化 式

C.b(n+1)- C...(A)8 ..(A-1)- C" (n-2)

に つ い て~以 下 考 察 す る .

S I . 圭 し い 数 学 蓑 汚 ?
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(2.4)



e..(dA)は竜 送 行 列 法-め 跡 (t-r-)に-相 当す る .n一･COで一鉢 が 発 散 す る よ うな 初 期 値 豆Ii面 着

せ と して 許 され な い . (2.4)で は 連 携 して 2以 上 に な る の が 目安 で あ る .A=1,8三3の と きの

C..b(a):n=1- 7を Eに 丙 し示 した の が 図 1で あ る . 自 己 相 似 に 三 分 割 され て ギ ャ ップ が で

き る 様 子 が わ か る . さ ら に 注 目 した い の は 各 C.b(A)は Fn次 の 同 数 で Fn偶 の 零 点 を持 つ

こ とで あ る . た だ し､ F l= 1 , Fe= 2 , F.,.I= FA+ F A_i(Fibonacci数 列)で あ る .

x - E / A , r - A / B とす る と同 居 は 次 の よ うに な る .

間 男 初 期 同 数 :F I(x)- X F2(x)- r (Ⅹ2- 1 - 1/ re).

F3(x).- r X (x2- 2 - 1/ re).

漸 化 式 :F .H l(x)=tFI.(x)Fn_i(x)- F A_2(x)

に つ い て 調 べ よ .た だ し ､ 氏 - r 十 1/ r > 2 , と して 次 の 不 変 量 が 存 在 す る .

F A.Ie(x)十 F A2(x)十 F ,_le(x)- F.,.1(x)F.,(x)F A_i(x)- Rt (3.3)

以 降 Fa(x)を フ イボ ナ ッチ の 多 項 式 と呼 ぶ こ と とす る .

答 案 の 一 部 と して r - 1 (A - a ) ､つ ま り結 晶 の 場 合 を 見 て お こ う . F n- 2 T Fn､

冗- 2y と変 換 す る こ と に よ り容 易 に チ ェ ビ シ ェ フ の 多 項 式 ､

T l(y)- y ,T 2(y)- 2 y e - 1 .T n.1(y)- 2 y T A- T n_I, (3.4)

を確 か め る こ とが で き る . チ ェ ビ シ ェ フ の 多 項 式 の 任 官 に よ り ､ Ix l≦2の と き ､す べ

て の nに対 し 12T AI≦ 2な の で ギ ャ ップ は 生 じな い こ とが わ か る ｡対 照 的 に r≠ 1で

は IF全くx)I､ IF3(x)lの 極 値 は > 2で あ る .

§ Lt フ イ ボ ナ ty+ の 各 項 式 の 解 の 稚 三台

(3,2)か ら次 の よ うな こ とが わ か っ て い る .

(1) (三 分 割 の 仕 租 ) F A(x)､ ド,_i(x)に 十 分 近 い 零 点 が あ る と き ､ FA.1(x)の 零 点 は そ

れ ら を挟 む よ うに生 じる .

(2) (近 接 す る 零 点 ) F n.e(x)の 零 点 は FA(x)､ F n_i(x)の 零 点 の 内 側 に ひ とつ ､両 側 の

F n‥ (x)の 零 点 の 十 分 近 く にふ た つ ､計 3つ 生 じる .

(3)(近 接 す る零 点 の 収 束 ) F.(x)､ FA_ l(x)に十 分 近 い零 点 が あ る と き ､ 3サ イ ク ル 進

ん だ FA.,(x)､ Fn‥ (x)の 零 点 は 内 周 に 入 る .在 取 を とれ ば 一 点 x 3に収 束 す る . そ の 時

(F∩._(x3):■=1,･.･.5,･･･.:六 周 期)- (0,0,-R,0.0.R)､R-r+1/r> 2. (4.1)

以 上 の こ と を模 式 的 に 示 した の が Bg2.1-2.3で あ る . 1が 零 点 を示 す .

これ を も と に す る と十 分 小 さな r < 1に 対 して 図 3の よ うな 解 の 捕 連 が で き る . フ イボ

ナ ッチ 数 で 三 分 割 され る 様 子 と個 数 が Fnで 増 え る 棟 -7･が 明 らか で あ る . 自 己 相 似 に な っ

て い る こ と に 注 目 した い . これ を フ イボ ナ ッチ の 木 と呼 ぼ う .原 子 数 -F巾で あ る こ と を

考 え る と各 状 態 は フ イボ ナ ッチ の 木 の 末 端 と一 対 一-対 応 す る .(I.1,1)が 現 わ れ て 次 に (1,

1,1)が 現 れ る の は ､端 は 二 回 ､ 中 心 は 三 回 租 税 化 す れ ば 長 い こ と もた だ ち に に判 る . これ

は 紹 介 で 示 した 直 感 的 説 明 に一 致 す る .

一 般 的 相 似 性 に 言 及 し よ う.空 間 ∑ - 18 - (3,,32,9,.･･･)IsJ=-I,0.11の 元 Sで 各 状 態

を指 定 す る .租 視 化 す る写 像 6:∑-∑ ､ 0 (9,,a..9,,- )≡(3,.a,.5.,-)を定 義 す れ ば ､

d n S '- I (n:1,2,･･.)の 時 ､ S'は Sに 租 現 化 の 意 味 で 相 似 に な って い る . S'= Sの と
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き 自 己 相 似 で あ る .

さて ､ A- の で ス ペ ク トル が カ ン ト- ル 集 合 で あ る こ とを 示 そ う .六 周 期 点 を な す 集 合

Ex3)の ほ か に 奄 限 点 Ⅹ(例 ､二 周 期 点 )も発 散 しな い . こ れ らの な す 典 含 tx.x3)は 空 間

∑ と一 対 一 対 応 す る .閉 集 合 で ､ 区 間 を含 ま ず (完 全 不 達 括)､全 て の 点 は そ の い か な る近

傍 に も無 限 に 多 くの 集 合 に 尽 す る点 を持 つ (完 全)の で あ るか ら ､ カ ン ト- ル 集 合 に な っ て

い る . この 渦 度 0の 集 合 以 外 は 発 散 す る .

十 分 大 き な r>1で は ､図2.4の よ うーに 初 め だ け 五 分 剤 で始 ま る以 外 は 同 じで あ る .つ

ま り､局 所 的 構 造 の 差 は ス ペ ク トル の 横 形 に 形 響 す る だ け で ､ El己 相 似 性 を墳 きな い 限 り

に 於 い て カ ン ト- ル 集 合 的 任 官 は か わ らな い .式 (3.2)が カ ン トー ル 集 合 的 任 官 を作 り ､

こ の 生 成 過 程 は 接 合 定 数 及 び 殉 教 そ の もの の 敬 小 変 化 に 対 して 安 定 で あ る と考 え られ る .

S 弓 建 >め

フ イボナ ッチ の 多 項 式 の 存 在 が 明 らか に な った . こ れ が 一 次 元 フ イボ ナ ッチ 拳 法 晶 の エ

ネ ル ギ ー ス ペ ク トル の 性 質 (フ イボ ナ ッチ 数 に よ る 自 己 相 似 三 分 割 ､カ ン ト- ル 集 合 ) 杏

定 め て い る の で あ る .
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