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ランダム媒質 中におけるクラックの成長モデルとサイズ分布

東北大 ･工 原 啓 明

一橋大･経 岡 山 誠 司

図形に見られる自己相似性は直接パターンとして観察される｡しかし地殻の亀裂,材質 (金

属, コンクリー ト等 )に発生 したクラックは,そのパターンを直接見ることは出来ず,非被壊

検査によって各要素 (亀裂,クラック)のサイズ分布を知るだけである｡

実験によれば,サイズ分布は,状況 (環境 )によって,フラクタル次元に相当するlog-log

プロットの直線上 (べき分布 )には乗 らない1),2)｡同様な事実はランダムカッティングのサイ

ズ分布3)や,情報科学4)における(相対 )度数一順位を表わすいろいろのグラにも見 られる｡

これはある意味では, フラクタルの概念を拡張する必要性があることを示唆している｡

ここではlog-logプロットの直線からのずれを示す, ランダム媒質中におけるクラックのサ

イズ分布を, 1つのモデルプロセスによって論 じる｡

ランダム媒質の構成要素として,大きさや応力 (α)に対する応答の仕方で類別 されたセグ

メン ト(Seg.)を考える｡Seg.の種類をE (-

A,B,-･)で表わす｡各Seg.は, i(時間)

一依存性のある特性長L(E,i)によって

G(L(E,i))個の等質なサブセグメント

(S.seg)に分割されるものとする｡ ただし,

とくOでは各Seg.の個数は,共通にCo個とす

る (図1)0 L(E,i)のt-依存性を求め

るため,αのもとで S.Seg,に検出不可能な,

微小なマイクロクラック(m･C･)の成長する
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拡散に支配された凝集 (DI.A)とそれに関連した現象

経路の場合の数 Npa.h(E,i)を評価するoこのためS･Seg･を,長さ極微小なIp(≪L(E,i))

の基本要素Ep(p-1,2･･･,〟)の組 (pは方向を表わす ):

( ?:,'

E2'-･･･Ev

∠2, - - /〟) (1,

で構成 された "物質空間〝と考えようooの作用で 沌 piの1要素はm.C.の芽となり,発展の

プロセスは, tEp)で "組み立られた〝 Npath個の1つの経路に沿って,他の基本要素をm･C･

に変えながら成長するものとする｡

場合の数Npath(E･i)は,(1)を使って漸化式で表現出来るo この式を解 くとNpath(E,i)

～REiとなる｡ただしREは,Eをパラメーター とする定数で, 1-RE~llTo+RE~l270十 ･･･

+RE~ly･To(To:単位長さ当りの時間)を満す.(1)の物質空間で成長する経路の方向(1,2,

- V)で張られる空間を, 1辺の長さLpath(E,i)で表わすと

Npath(E,i)∝[Lpath(E,i)]U,

i

Lpath(E,i)α REF(･･･Npa.h(E,i)-REt),

実際発生するm･C･の長さLmc(E,i)払 Lpath(E,i)に比例すると考えられるから,

i

Lmc(E,i)(∝Lpath(E,i)-AREy (4)

m･C･は,図 1で示す様に,予定られた経路の1つに沿って他の基本要素をm.C.に変え, "逮

結した〝m･C･(con･m･C･)を作る｡やがて con･m｡C･は,i～ t｡でS･Seg.の境界に到達L

S･Seg･を消滅させる｡この時のcon･m･C･の長さを方向iを考えて, Li(E,i)と表わす｡

初めにSeg･をS･Seg･に分割 した特性長は Li(E,i)をiについて平均 したものである｡

S･Seg.に関する方向性のあるcon.m.C.の長さを,(4)との類推から,

i

Li(E,i)-CiREy (Ci:定数 ) (5)

とお く｡Li(E,to)で特徴づけられた個数 G(Li(E,t｡))はi<t｡における個数より少な

くとも1個だけ少なくなっているo即ち, Li(E,i)ノ⇒G(Li(E,i))＼ である｡

m c｡成長のシナ リオは図2で示す｡m･C･は成長段階によって Ⅰ.初期過程 (T｡<t～to),

Ⅰ.中間過程 (t｡<i～ic), 皿.後期過程 (t｡< t～ icon)に分ける｡

I.(To<t～t｡):con･m･C･の成長は,個数 G(Li(E,i))の減少率とcon･m･C･の発生

確率 7n｡｡n.m.C.(0,Li(E,i))によって
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1dG
一一- -7n｡｡n.m.C . ( 0,Li(E,i))Gdt

(6)

と表わされ, 7nc｡n.m.C.はi方向のm･C･の発生率 ni(0)と(51の成長率に比例するものとす

る : -com.m.｡(0,Li(E,i,,- 符-i(6)岩 音 (7,

Ⅰ･(t｡<t～tc):いくつかのS･Seg･にわたるcon･m･C･は合体 してchainを作るため,

Li(E,i)は急に大きくなる :

.:~こ.∫

IiLi(E,i-to)≡Li(E,i), (t>t｡), (li≫1) (8)

合体 したcon.m.C.をch.comm.C.と略記する｡ch.con.m.C.は更に合体しながら成長 し, そ

の両端がSeg･の境界に伸びると(～ tc),Seg.程度のサイズのクラックとして,初めて観測さ

れる｡
′ヽ′

Seg･Eにおけるch･corLm･C･の密度をp(Li(E,i))と表わす｡ch･com･m･C･の成長はp

の時間変化によって,

dβ ～--m(ch)(0,Li(E,i))d≠ (9)

′■■′

と表わされ, 7n(ch)(0,Li(E,i))(ch.con･m･C･の発生確率 )および, to- tcの平均の
′■-/

発生率< ,a(ch)>は, G(Li(E,i))と

孟 It:C-(ch'(0,L～i(E,州 dt′-<-(ch),H kEG'LT'E,～)｡ 10'

(Atoc-tc-to,k>0)

Mediun_

___Sqrn■̂し

㊤

(Cα詰:'Jc,.ck) ≡ IChhdcn..)

tConforndimofchcjrlOfCTQCks)

≡

otもI Io
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拡散に支配された凝集 (DIJA)とそれに関連した現象′ヽ■′
で結ばれているものとするo即ちG＼ ⇒ <7n(ch)>/o(9),(10)で求めた Ap(Li(E,i))(-

′ヽ′ ′ヽ.′

p(Li(E,i))-p(Li(E,to)))を使って媒質中のクラックの総数 Q(i)を評価すると

′ヽ′

Q(i)ニー ∑∑kENEG(Li(E,i)≡∑Qi(i)･
iE a

(NE :E種のSeg･の個数 )

t'll)

観測可能なi方向のクラックが発生する確率 Qi(i)/∑iQi(i)は7n(0)として,(6),(7)か

らG(Li(E,i))を求め,(8)でスケー リングを行 うと

Qi(i) U D
育 , (D- ヤ7n(0))

Q(i) ∑ スi
ヨ削割

Oをかけた時のIiの i依存性を,具体的にBo(a)i(B｡(a):定数 )とし,Oの容易軸に
′■一′

近い方向軸から番号をつける｡長さLi(a)を

～ i

Li(0)ニ スiAo(a)R｡(a)ア (スi-Bo(a)i)

′ヽ′

で定義すると, Li(0)の大小は:,crの容易軸に近い方向軸の順に

L=コ n

Li(0)<L2(0)< ･･････

となる｡
i

式(12)の分母子にAo(a)Ro(a)丁をかけると,
′ー′

Qi(i) Li(0)-D′t■′
Q(i) ∑Li(a)-D

′■1.1′
… 7n(cr)(Li(0))

は監

(14)

(15)

乙′ヽ.1′

7n(cr)(Li(0))は,長さ(13)(Seg･には関係 しない )のクラックの発生確率を表わす.
′ヽ′

Ⅱ･(t｡<t～ ic｡n):媒質の状態は長 さLi(01)のクラックの発生のパターンによって,
′ヽ■′

(10)鎖状型'(20)分散型に分ける.いづれの場合 も,方向 iで長 さLi(0)のクラック 数の組

(nl,n2, -nK)によって,規定される状態W (S)(nl,n2,-･,nK:N),(S-10,20)は,

次の｢般化されたランダム･クオークの漸化式で表わされる｡

∬

W (S'( n l , n 2, ･ . ･ nK;N)- ∑ ∑ fN-1α (n i, t nj‖ n i-α･1, tnj ))
i=1α=±

×W(S)(nl,n2, - ni-α･1,･･･,nK:N-1)

防 (5)(0,0,･--･,o;o)-1,
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p～Na11(ni,tT,･‖ n了 d･1,(nj))- 7n(cr'(L～i(0,)),(α-+),0(α--)であるo初期
rL-I

条件脚 と,(15)式を代入したPN_.aを,(16)に逐次代入して行 くと

W (S)(nl,n2, , ニー〟●●ge .～ル
∩

咽

a

(L(D)…∑iLTD)
′ヽ■′

′■l■■.′
となる｡∑nt-N,∑niLi(0)-Lc(loではLcはクラックの鎖の長さ, 20では分布したク

ラックの総和の長さ)一定のもとで,(18)で定義したエントロピーを最大にするniは
′■■■′
Li(0)-D

n i -
L～ (D)

′ヽ′

ere-PIE(0)

(eγ-N/2;(Li(0)-De-PL～i(q'/L～(D)))
′ヽ1.′

乙
′■一′

図3は logni-Y,logLi(0)-Xとして,

(19)をプロットしたものである｡什6)式は連続体

近似によって,K次元のFokker-Planck(F

P)方程式になる｡この解を経路積分で表わ

すと,m .C.の成長段階(Ⅰ-Ⅰ)を経過した

後のlu(10)の軌跡は,もっと詳細に調べる

ことが出来る｡
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有限寿命を考慮した成長模型
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