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§1 はじめに

自然界には鉱物の析出 ･成長,泥の堆積や各種コロイ ド粒子の凝集など拡散場の中での凝集

によるパターン形成が数多く見られる｡科学技術の分野ではこのような拡散 ･凝集過程はほと

んど普遍的に見られ,かっ利用されている｡凝集によるパターン形成が充分ゆっくり進行する

場合には拡散方程式の時間項が無視でき(準静的近似 ),上述の現象はより広くLaplace場

の中でのパターン形成とみなされる｡ するとこのクラスには拡散粒子の濃度場だけでなく,温

度場,静電楊,流体の速度ポテンシャル場などの中での興味深いパターン形成現象が数多く含

まれる｡稲妻などの誘電破壊ばかりでなく,2枚のガラス板の間に気泡入 りでマヨネーズを挟

んで押 しつけた時に気泡が示す viscousfingeringの現象 もこの範ちゅうに入れることがで

きよう｡

このような Laplace場中のパターン形成 を記述する最 も単純なモデルが WittenとSan-

der(1981)によって提案 された ｢拡散に支配された (拡散律速 )凝集 (diffusion-limit-

edaggregation-DLA )｣｡ である｡実はより広い ｢成長するランダム ･パターン(grow-

ingrandom paterns)｣2~6)に関するモデルで最 も単純なのは腫癌 ･癌などの増殖 をモデ

ル化 した Eden モデルであるが,この場合,できるランダム ･パターンは trivialである

ことがわかっている｡即ちそのフラクタル次元 dfが空間次元dに等 しい;df- a(但 しパタ

ーンの表面は必ずしも trivialではなさそうである)｡この意味ではDLAは,次節以降に示

すように, nontrivialなフラクタル ･パターン(df<d )を生み出す最 も単純なパターン

形成のモデルとみなされる｡

DI｣Aの特徴はモデルが簡単なことや,上述 した Laplace場の中でのパターン形成のほと

んど全てがDI｣Aあるいはそれを適当に修正 したモデルで説明できる可能性があるという応用

範囲の広さだけではない｡その内容の豊富さは驚 くばかりである｡それらを我々の研究を中心

に順を追って記す｡但し,モデルの単純さにもかかわらずDI｣Aの本質的理解には依然として

程遠 く,現時点でのほとんど全ての理論的研究は現象論の域を出ない｡実験,シミュレーショ

ン,理論の三位一体となった研究の進展が望まれるゆえんである｡

自然界に見 られる ｢拡散に支配された凝集｣現象の典型例は樹枝状結晶 (dendrite)成長

であろう｡六花とも呼ばれる雪の結晶などその最も卑近な例である｡しかしながら私達が普通

に見掛ける樹枝状結晶は多かれ少かれ対称性のよい形をしていてレギュラー ･デンドライ ト

(regulardendrite)とみなされ,決して以下に例示されるDI｣Aクラスターのようなラン

ダム ･フラクタル (random fractal)には見えない｡それにもかかわらずDlJAが,ランダ

ム ･パターン形成 という全 く逆の極限から,レギュラー ･デンドライ ト形成機構の秘密をあば
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くための有望な光を投げ掛け得ることは我々のこれまでのDl｣A研究の成果からも必然的に見

えて来たと思われる｡これを提示するのが本稿の重要な課題の1つである｡

以上のように,Dl｣Aは成長パターンの統計物理学におけるプロトタイプモデルの1つであ

る｡従ってDI.A研究の進展は取 りも直さず,現在数多く提案されているパターン形成の各種

モデルが抱える理論的問題解決-の大きな前進につながり得ることを予め強調 しておこう｡

§2 DLAとは

2.1 モ デ ル

簡単化のため舞台を2次元正方格子上にとって,モデルの説明から始めよう1.,7,8) 図 1(a)の

ように原点に種 (seed ;黒く塗 り潰 した正方形｡その1辺の長さは格子定数 1に相当)を置

き,それを中心にしたはるか遠方の円周上でランダムに 1点を選びそこからブラウン粒子 (大

(a) (b)

図 1.(a)I)LAモデルのシミュ レーシ ョン｡ (b)DLAクラスターの1例O粒

子数Ⅳ-3,600からなる｡文献1)より｡

きさ1)を1ケ放出する｡その粒子がステップ長1のブラウン運動を続けてたまたま種の最近

接点に到達すればそれに付着 (灰色の正方形 )し2粒子クラスターとなる｡遠方の円周上で再

びランダムに1点を選びそこからまたブラウン粒子を放ち,それが原点にあるクラスターの最

近接点に来ればそこで静止 してその一員となる｡もしブラウン粒子がクラスターからあまりに

遠 く-離れて行けばそれを捨てて新たに円周上にランダムに1点を選んでブラウン粒子を放つ｡

これを繰返すと原点近傍にDI｣Aクラスターが成長する｡図 1鋸がその1例で,粒子総数〝-

3,600からなるDI.Aクラスターである｡原点から最 も離れたクラスター上の点までの距離を

･max とすると,充分遠方で放出されたブラウン粒子が γ > rmaxなる円周上に最初に到達する
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確率はその円周上の各点で等 しい｡従ってブラウン粒子を放出する円周 (launchingcircle)

の半径は初めの説明のように大きくなくても例えば図 1(a)のように r- rmax十 5として構わな

い｡また,図 1(a)では T- 3γmaxの円周 (killingcircle)を越えて出たブラウン粒子は捨

てるとしている｡ 更に,クラスターからの距離に応 じてブラウン運動のステップ長を長くする

など,計算時間短縮のためのDI｣Aシミュレーションのアルゴリズムの改良がいろいろと考え

られる90,10)

こうしてできたパターンは,図 1(b)に見られるように,一見して粒子の大きさ(格子定数 )

とパターン自体の大きさ以外に特徴的な長さがない大小様々な枝からなる開かれた構造を持つ

ランダム･パターンであり,自己相似の特徴を有する｡これはブラウン粒子の軌跡が直線では

なく非常に拡がっている (そのフラクタル次元は空間次元に無関係に2である)ために,外に

伸び出した枝がそのような粒子を取 り込む確率がより大きく,ブラウン粒子のクラスター内部

-の侵入が妨げられ (遮蔽 (Screening)効果 ),結果として開かれた構造のままパターン

が成長することによる｡

DLA の計算機シミュレーションは空間次元d-2-6でなされ,パターンの自己相似性や

そのフラクタル次元 dfが採用する格子 (正方,三角,非格子等 )によらず dのみによるとい

うuniversalityが示され,df-5d/6が予想された8)(但 し後述するように,その後の大規

模シミュレーションによって格子に関する universality は破れていることがわかって来た )0

これに対 しMuthukumarll)及び徳山と川崎12)は平均場近似によって dfが

df(a)-旦三吏d+i (2.1)

で与えられることを示 した｡以後これをMTKの式 と呼ぶ｡これはシミュレーションの結果と

非常によく一致するだけでなく,厳密に証明されている causalitybound13) a-1≦df≦

dを満たしている｡次節では (2.1)をさらに一般化する｡I)LAモデルの興味ある修正型 もい

くつか提案され,シミュレーシ ョンがなされている｡例えばクラスターの最近接点でのブラウ

ン粒子の付着確率を1以下にする7)とか,線上あるいは面上に粒子が付着凝集する14)ようなモ

デルである｡前者では枝が太 くなるだけでグローバルなフラクタル構造は変らない｡後者でも

できるクラスターのフラクタル構造は変らないが,実験との対応で,種の次元をdbとした時

に種の単位長さ(あるいは面積 )当りの粒子数Nとrms厚さ(高さ)Tとの間のスケール指数

として

N- Tdf(a,db) ; df(a,db)-df(a)-db
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を導入 して (2.1)を一般化 しておくと便利である1.2)

2.2 関連 した実験

ブラウン運動が拡散方程式で記述できることはよく知られている｡従ってDI｣Aは拡散粒子

の付着凝集 を理想化 したモデルと言えよう｡更にD工｣Aのように粒子のブラウン運動に比 しク

ラスターの成長が充分ゆっくりな場合 (準静的近似 )には拡散方程式の時間項が無視できる｡

従ってDLAは(1)Laplace方程式をみたす拡散場 と(2)クラスター界面での粒子の不可逆的な

付着凝集過程からなるとみなせよう｡更/に一般化 して拡散場だけでなく,一般に Laplac早場

の中での不可逆的なパターン成長をもDI｣Aに関連 した現象 と考えることもできる｡これは後

述するようにDLAの一般化につながる興味ある問題である｡

このような観点から現在までに,一見関係がなさそうに思えるいくつかのランダム ･パター

ン形成現象がDLAに関連 していることが実験的に示されているo 例えば2次元電折である金

属業 15)(図2)や3次元電析16)は金属イオンの凝集であって,それぞれ,2次元,3次元I)LA

図2 亜鉛金属業(Znmetalleaf)
の1例｡文献15)より｡

図3 亜鉛金属森 (Znmetaトforest)
の1例｡文献17)より｡

としてその構造がよく記述できる｡特に前者ではDI｣Aクラスター成長の特徴である遮蔽効果

が如実に示 されている｡また金属葉 を線状電極 (db-1)から成長させた金属森 とでも呼ぶべ

きもの (図3)では (2.2)がよく成立することも示されている1.7)

図4 SF6中のガラス板上でのLichtenberg 図5 NbGe2スパッタ膜に見られたI)LAクラスタ
図｡文献18)より｡ 一に類似したパターンの1例｡文献19)より｡
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静電場は勿論 Laplace場の典型例であって,放電現象はいかに瞬間的に起ようとも光速

に比 して無視できる程ゆっくり進行する｡従って誘電破壊もDI｣Aで記述できる可能性があ

る｡実際, 2次元誘電破壊であるLichtenberg図 (図4)が2次元DI.Aで記述できるとい

う報告18)がある｡但し後述するように誘電破壊はDI｣Aを一般化して検討すべき現象である｡

NbGe2や金のスパッタ膜においてもある条件の下では図 5のような,DLAクラスターに類

似 したパターンが得られる1.9,20)

2枚の平行平板の間に高粘性流体 (例えばグリセリン)を挟んだ Hele-Shawセルの一方の

平板に小孔を作 り,そこから低粘性流体 (例えば空気 )を注入 した時に両流体の界面が示す

viscousfingeringの現象 も2次元 DLAの実現である2.ト23)何故なら高粘性流体内での圧

力場は Laplace方程式を充たし, fingerの成長速度が界面での圧力勾配に比例する24)から

である｡ これと数学的に等価で実験的にも確認されているのがポーラスな媒質中でのviscous

fingeringである2.5,26)その 1例を図6に示す｡

蛍光物質を不純物として含む水 ･空気界面上の リン脂質

単分子膜に2次元圧力を加えてその面積を減少させるとあ

る臨界圧力以上で結晶化が起こる様子を顕微鏡で見ること

tdI.･l与<C lnI.,～itf

図7 水 ･空気界面上でのリン脂質単分子膜の結

晶化過程｡明るい部分は不純物蛍光体の濃

度が高い｡文献 27)より｡
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図 6 直径 1.6mmのガラス球の∵層
を液体エポキシに浸して平行

平板 (直径 40cm)で挟んで中
心の小孔から空気 を注入 した

時に得 られた viscousfing-
eringパターン｡文献26)より(

ができる｡ この時,不純物の量が適当だと結

晶化の進行はその時に結晶界面から排除さ

れた不純物が自由水面上を拡散する過程で

律せられるために,成長した結晶はDI｣A

パターンを呈する27)(図7)0

ごく最近,石コウなどポーラスな物質に

注入された水で溶解 してできる道筋が,逮

当な注入速度の下ではやはりDI.Aで記述

できるという報告がなされた2.8,29)2次元の

条件下で得られたパターンの 1例を図8に



図8 2次元平行円板間に詰めた

石コウが水の注入によって

溶解 してできた′1タ｣ンの

1例｡文献29)よ り｡

DI｣Aとそれに関連 した現象

示す2.9)

以上の数例からでも察せられるように,DI｣Aは多彩

なパターン形成を説明し得る｡今後ともDI｣Aの実例と

なる現象を探すだけでなく,他の現象との関連 (実験パ

ラメタを変えることによる両者のクロスオーバ等 )や,

よく知られた現象の中にもDl｣Aメカニズムが関与する

部分を明らかにするような単純明快な実験が望まれる｡

§S HTM理論

3.1 従来の理論

先ずDI｣Aに関するこれまでの理論的試みを概観する｡前述したように Muthukumarll)

はCPA(coherentpotentialappro.ximation)の概念をDLA問題に適用 しMTKの式

(2.1)を導いた｡しかしその後この理論の妥当性を誰 も示 し得ていない｡続いて徳山と川崎12)

は線状高分子に対する Floryの平均場近似の概念30)をDlJAに適用 して同じ(2.1)を導いた｡

これは遮蔽効果による斥力項と凝集体が random walkで記述できるとする引力 (ェントロ

ピー)項とからなる自由エネルギー的な量でDI｣Aの成長を捉えようとするもので,非常に示唆

に富むアプローチであるがその仮定の根拠がそれ程明確ではない｡これに対 しHentsche131)

は分岐状高分子に対するFlory型理論32)を適用してDI｣A のフラクタル次元として

df(a,dw)-
5d2+(2dw-4)a+4dw

5d+(5dw-4)
(3.1)

を導いた｡ここでdは空間次元 dwはrandom- walkerの軌跡のフラクタル次元である.

この意味で Hentschelは random-walkerが前 2者11,12)のようにブラウン運動 (dw-2)

する場合だけでなく,Levyflight(1≦dw≦2)を行 うような場合にもDLAを拡張 した

と言える｡しかしながら, (3.1)は (2.1)に比してあまりに複雑だというだけでなく以下のよ

うな本質的な欠陥を持っ｡先ず第一にdw-1であるballisticaggregationを考えると (3･

1)は af(a,1)- (5d2-2d十4)/(5d十 1)となり, これは一般に空間次元dと一致しない｡

ところがこれまでになされた多くのシミュレーションの結果33)から ballisticaggregation

の場合,df-dは現在では広く支持されているのである｡第二に,dw -2(ブラウン粒子 )

とするとdf(i,2)-(5d2十8)/(5d十 6)となり,シミニレーションの結果とよくあう(2･

1)と一致しないばかりか,a-1でdf-13/11≠1となってしまう｡その上,土の df(a,

2)はd>14で,厳密に証明されている causalitybound,13) a -1≦df≦dを破る.容
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易に示 されるように (2.1)はこの causalityboundを任意のdで満たしている｡

最近, Turkevichと Scher,34)続いて Ball等35) は正方格子上で成長させたDI｣Aクラ

スターの外形がダイヤモン ド形になっている9,10)ことに注目して,ダイヤモンド形の角の近傍

の拡散場の特異性がフラクタル成長に重要な役割 を果すとしてフラクタル次元の表式 を導いた｡

よ り一般に, 2次元空間でパターンが正多角形になるとしてその内角をOとするとdfは

df-詰諾 (3･2)

と表される｡ダイヤモン ド形 (0-7;/2)では確かに df-5/3となって (2･1)でd-2とし

た結果 と一致する｡ しかしこの理論の範囲内で0を決定する機構は何 もない｡正方格子上での

DLAでさえ後述するように,最近の大規模シミュレーションでは粒子数が多 くなるにっれダ

イヤモン ド形からさらに異方性の強い十字形に漸近的にパターンの外形が変化 して行 くことが

知 られている306)その上,非格子型シミュレーションでは (3.2)はあまり意味をなさない｡ しか

しながらTurkevichと Scher34)のアイデアは成長クラスターの界面での成長確率に注目し

た ものであって,その後,成長パターンの一般化次元 p q,それの Legendre 変換に相当す

るノーαスペク トルの考察 という重要な研究に花開いたことは特筆すべきである｡

3.2 HTM理論

Turkevichと Scherの理論34)はパターンを取巻 く確率場の特異性が結果 としてパターン

その ものの特異的なフラクタル成長を導 くことを明らかにした点が興味深い｡他方,徳山 ･川

崎理論のように排除体積効果 (excluded-volumeeffect)など具体的な要素的物理過 程に

よるDI.Aのフラクタル次元導出の試み も捨て難い｡ここではパ ターンが自己相似的に成長す

るという条件の下でクラスターと拡散粒子の kineticsに着 目してフラクタル次元の導出に成

功 した本田 ･豊木 ･松下 (Honda-ToyokトMatsushita;HTM )の論37,38)を紹介するo

先ず第一に, DI｣Aクラスターのように外に向って成長するパター ンが自己相似である場合

に成立するい くつかの関係式 を導いておこう｡今,注 目するパターンが自己相似でそのフラク

タル次元が dfの時,そのパターンを構成する粒子数Nは

N-Raf (3.3)

と表されるOここでRはパタ｢ンの大きさで,例えば回転半径 (radiusofgyration)をと

ればよい.半径 rとr十drの間の殻 (shell)内に含まれる粒子数 を 万(r)drと記 すと全粒

子数ガは
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(3.4)

と表される｡ 万(r)は くくradialdensity".とでも呼ぶべき量で,通常の密度 p(r)とは

p(r)rd-1-万(r)という関係で結ばれている｡ところで (3.3)と(3.4)が 同時に成立った

めには

万(r)～ rdfl1 (3.5)

でなければならない｡

ここで更に』〝ケ (1≪』〝≪〝)の粒子をっけ加えてパターンを成長させよう｡この時,

パターンのサイズもARだけ大きくなるOすると自己相似的成長の条件から

N+AN～(R+AR)df

が成立するはずである｡ 更に,くくradial

density"石(r)も図 9に示 されている

ようにいくぱ くかは増加する :

万(r)一斗万(r)十A万(r). (3.7)

これはパターンの内部でも小さいながら

も成長確率があり, DlJAの場合につい

て言えば拡散粒子のいくらかはパターン

の内部に侵入 し得るからである｡以上,

(3.3)-(3.7)よ り くくradialdensi-

ty"の増分 A万(r)(図9の斜線で/､ツチ

されている部分 )は

A万(r)～rdf-1

(L
)
S

^
ヒ

S

N
山
q

l
V

l
凸
V
∝

0

(3.6)

R
RADiALDtSTANCEr

図9 半径γ とγ 十 dγ間の殻内にあるパター

ンの粒子数を石(r)drとした時の"ra-
dialdensity"石(r)の概観と,パター
ンが更に成長した時の uradialdensi-

ty"の変化の様子｡

(3.8)

を満たさなければならない｡これは (3.5)の万(r)のr依存性と同じで,最初の重要な関係式

である｡

半径 γの殻上でのパターンの表面密度 α(γ)も後の議論で必要になるのでここで導いておこ

ぅ｡これは2つの表面 S(r)-rds~1とS(r+dr)に囲まれた殻内の粒子数 万(r)drより
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α(γ)≡
万(r)dr

5(γ)dγ
～ rdf-ds

と求められる｡ここで空間次元を,通常

の正整数のユークリッド空間からより一

般的に非正整数 もとれるように,dsと記

した｡

以上は自己相似な成長パターンに共通

する議論である｡これより議論をDI｣A

に限定する｡DI｣Aクラスターの著 しい

特徴の1つは,図 10にその 1例が見ら

れるように,成長のどの段階で も主要な

枝 (mainbranch)がいくつかあり,

それらの間には大きな隙間が認められる

という点である｡そのような隙間を"fj-

ord"と呼ぶことができよう｡DI.Aク

ラスターでは主要なフィヨル ドを常に伴

った主要な枝の成長によってその自己相

似な構造が維持 されているように見える｡

(3.9)

図10 DI｣Aクラスターにおける主要なフィヨルド

内の主要な e.C.r.(effectivecapturere-
gion)が破線の円で描かれている｡このe.C.
r.内に迷い込んだrandom walkersは,
e.C.r.の1つに措かれているように,ほとん

ど確実に主要な枝の側面に付着疑集する｡

即ち,はるか遠方から拡散 して来た粒子

のほとんど大部分 (majorityofrandom-walkers)はこれら主要な枝に捕えられる｡し

かしながら,成長の最 も早いこれ ら主要な枝の先端部 (図 9のA万のうちの斜線のない部分 )

は自己相似の観点からするといつでも不完全であって,完全な自己相似構造は図 10の破線で

措かれた円内の 1つに示されているようにたまたま主要なフィヨル ドに迷い込んだ少数 (mi-

nority )の random-walkersが主要な枝の側面に付着することで完成されている｡即ち,

遠方から拡散して来た random-walkersの大部分は主要な枝,あるいはパターンの骨組 を

作るのに消費され,主要なフィヨル ドに迷い込んだごく少数の walkersが完全な自己相似構

造 を完成させるとみなされるO従って,成長途次にあるパターンの自己相似構造の維持のメカ

ニズムを議論する有力な一つの方法は,どのように逆説的に見えようと,主要な枝の先端の成●●

長ではなくて主要なフィヨル ド内に迷い込んだ少数の random-walkersの付着による主要

な枝の側面の成長を考察することである｡実際,図 9で定性的に知られるように (3.5,8,9)●●

はいずれ もr<Rでのみ妥当な式である.ここで図 10の主要なフィヨル ド内に破線の円で描
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かれているような隙間を迷い込み walkersの有効捕獲領域 (effectivecaptureregion;

e･C･r.)と呼ぼう｡定義からこのe.C.r.のサイズは random-walkersのパターン内部-の

侵入深さ(penetration depth)Jで与えられる｡

これまでになされた多くの計算機シミュレーションによればDl｣Aクラスターの主要な枝(あ

るいはフィヨル ド)の数は成長の途中でほぼ一定であって,2次元 DI.Aでは4-5ケとみつ

もられる｡これは換言すれば自己相似的成長の結果とも言えよう｡そして図 10の e.C.r.の1

つに措かれているように,たまたまそこに迷い込んだ random walkerはほとんど確実に主

要な枝の側面に付着凝集する｡これは"radialdensity"の増分A方が e.C.r.の体積に比例

することを意味する;

A万～Zds. (3.10)

ここで dsは空間次元である｡

(3･10)式はDI.Aクラスターの e.C.r.内に迷い込み,主要な枝の側面に付着 してクラスタ

ーの一部に取 り込まれる random-walkersの数 を与える｡これは気体分子運動論で容器の壁

の単位面積当りに衝突 して圧力 を生み出す分子数に対応するとみなされよう｡ 次に問題 となる

のは1ケの迷い込み random-walkerの e.C.r.内での kineticsである｡気体分子運動論の

類推で言えば 1ケの random-walkerに着 目しそれがどのように e.C.r.に按するクラスタ

ー表面に付着凝集するかを考察 しなければならない｡

e.C.r.内に迷い込んだ random-walker杖,図 10の e.C.r.の 1つに措かれているよう

に,たまたまクラスターの表面に到達 しその一員になるまで e.C.∫.内を random-walk L

続ける｡ e･C･r･内での walkerの付着までのステップ数をNw とするとこれは鶴 -Zdw と評

価 される｡ここで dwは random-walkerの軌跡のフラクタル次元で,前述のようにブラウン

粒子では dw-2である｡ walkerの軌跡で作 られる雲の表面 (図 10の e･C･r･の 1つの円周

上の×印で示 された点の集 り)〃wsは

Nws～Zdw-1 (3.ll)

と見積られる｡ e.C.r.内に迷い込んだ random walkerはその表面に顔 を出 した時にのみ

クラスター表面に付着 し得る｡しかもその walkerはいずれほぼ確実にクラスター表面に付着

する｡従って, e.C.r.内での random-walkerの凝集確率はその軌跡の表面Nws とクラス

ターの表面密度 αの積で表され,かつ

Nws･0-1
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を満たす｡ここでNwでなくNwsを使った点がこれまでの平均場理論12,39,40)と根本的に異る

所で,その後の他の問題-の適用の道を拓いた意味でもHTM理論のキーポイントと言えよう｡

以上の結果から先ず penetrationdepthJが評価できる｡ 即ち, (3.9,ll)を(3.12)に

代入 して

Z～ rC ･,(-
d -dfS

･Ll＼･-I
(3.13)

が導かれる｡この penetrationdepthの指数 Cは通常のユークリッド空間 (ds-a)での通

常のDLA(dw-2)の場合には Muthukumar ll)の"遮蔽 〝長 ("Screening"length)

のそれ ((-a-df)に一致 し,徳山 ･川崎12)のそれ ((-(a-df)/2)とは一致 しないO後者

との不一致の理由は前述のようにHTMではNwの代 りにNwsを使用 しているからである｡勿

論,HTMのアプローチはいずれとも全 く異っている｡

(3.13)を(3.10)に代入 しその結果を(3.8)と比較することにより,HTM理論によるD工｣

Aのフラクタル次元の表式

df(ds,dw)-
a:+(dw-1)
ds+(dw - 1)

(3.14)

が導かれる｡

ここで注意 したいことはこれまでに空間次元 ds, random-walkerの軌跡の次元 dwとも

に何 ら制限を加えなかった点である｡従って, (3･14)は非整数の ds, dwに対する,いわば

拡張されたI)LA(extendedDLA)に適用可能である｡更にこれは重要なCausalitybO-

und13)を満たしてお り,通常のDLA(ordinaryDLA;ds- a,dw-2)に対 してはまさ

しくMTKの表式 (2.1)に帰着する｡即ち,HTMの表式は非常に単純な形をしてお り,かっ

MTK式の自然な拡張になっているのである｡その上, TABlJE lに見られるように, (3.

14)式はこれまでなされた ordinary,extendedDLA のほとんど全ての計算機シミュレー

ションの結果と非常によく一致する｡ 即ち, L'evyflightを行 う random-walkerによる

I)LA (ds- a,1≦ dw≦2)41,42)だけでなく, Sierpinskiカーペット41)や パ ーコレーショ

ン ･クラスター41,43)などのフラクタル ･パターン上でのI)LA (ds,dw>1の非整数 )に対 し

て も, (3.14)式はシミュレーションの結果との非常によい一致 を与えるのである｡

より詳細に立ち入ると, 2次元 ordinaryDLAのシミュレーションによるフラクタル次元

の値はdf≡1･71が広 く支持 されてお り, (3･14)が与える5/3とは少々くい違いが見られる｡

その理由は次のように考えられる:前に強調 したようにHTM理論ではクラスター内の完成さ

れた部分のフラクタル構造を問題にしている｡今,大きなDlJAクラスターが与えられている
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TABLEI. HTM 理論によるフラクタル次元の理論値

と計算機シミュレーションの結果 との比較

aS dw df(theory) df( Simulations) ref.

2 2 5/3=1.67 1.67±0.05 8)

3 2 5/2-2.50 2.49±0.06 8)

4 2 17/5-3.40 3.34±0.10 8)

5 2 13/3=4.33 4.20±0.10 8)

6 2 37/7=5.29 4.90±0.6 8)

2 4/3 13/7-1.86 1.85一一1.88 ) (Lbv4yl'f:i2g'ht,2 5/3 7/4-1.75 1.80- 1.85

1.89 2.8 1.46 1.4±0.05 ) (per4cl:'ll..:4tsft3e?,
2.5 3.5 1.75 1.75±0.10

1.89 ? 1.60(ifdw-ds) 1.508.-1.600 31)

1.89 1 1.89 1.89 31)

としよう｡中心､からr<Lに含まれるクラスター粒子の数 をMとすると,Lがクラスターの回

転半径Rより充分小さい (L<R)ならM～LDとスケールするであろう｡HTM理論が問題

とするのはこのDである｡他方,通常のシミュレーションでは未完成の主要な枝の先端部をも

全て含,Vだクラスターの総粒子数NとRとの間のスケール関係〝-RD′からフラクタル次元D′

を求めているので,上述のDとの少々のくい違いは考えられないことではない｡D<D′なる

大小関係 も,後者の場合には未完成の主要な枝の先端部はr>則 こあるので不自然なことでは

ない｡事実,最近のMeakinシミュレーションの結果44)によれば,D′≡ 1.71であって もDは

5/3に非常に近い｡

§4 DLAの Stochasticity

§2で説明したように,DI｣Aは粒子の拡散とクラスター-の不可逆的付着 とからなり,モ

デルそのものは至って単純である｡それにもかかわらず我々を魅了するあの豊穣 さはどこから

来るのであろうか｡以下ではI)LAに内在する stochasticityの性格を分析 してこれまでとは
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別の観点からDI｣Aの特徴を浮彫りにし,そこからDI｣Aの一般化や他の現象,特に樹枝状結

晶成長との関連を明らかにする道を探ってみよう38)

先ずDl｣Aに関連の深い MonteCarlo法による Laplace方程式の数値解法を復習 しよ

う｡ Laplace方程式が境界条件とともに

V2¢ - 0,

¢(Q)-I(Q),Q∈Il(boundary)

と与えられたとする｡ここでrは境界を与え,Qは

その上の任意の点である｡今,図11に模式的に措

かれているように,吸収型境界rに囲まれた領域内

のある1点Pから出発 した random-walkerがIl

上の1点Qに到達する確率をp(P;Q)とする｡これ

はrandom-walkerの propagatorと呼べよう｡

今,簡単のため空間は格子構造を持ち,各点の最近

接点の数をZ(正方格子では Z -4)とする｡点p

の Zケの最近接点をPiとおくとp(P;Q)は

p(p;Q)-i 孟p(pi;Q)
Zi=1

(4.1a)

(4.1b)

図 11 吸収型境界Ilに囲まれた領

域内の任意の1点pから出

発 した random-Walkerは

いずれT上のある1点Qに

到達する｡

(4.2)

を満たす｡何故ならPからQ-到る random-walker は必ずPの最近接点のどれか 1つを

経由しなければならず,そのうちのどれを通過するかは全 く等確率だからである｡ (4.2)が離

散型の Laplace方程式にはかならないことはPiをPのまわりで Taylor展開すれば容易に

証明できる｡正方格子 (Z -4)の場合について試みるのが最 も容易である｡また,境界Ilが

吸収型と仮定 したので

p(Q;Q′)- ∂QQ′ ;Q,Q′∈Il (4.3)

である｡ これはpropagatorに関する境界条件とみなされよう｡

この propagatorp(P;Q)が与えられるとLaplace方程式 (4.1)の解 ¢は容易に求めら

れて,

¢(P)- ∑p(P;Q)i(Q)
Q∈r

(4.4)

と表されるOこれが Laplace方程式 (4.1a)を満たすことはp(P;Q)が (4.2)を満たすこと

で保証されている(i(Q)は定関数 )し, 境界条件 (4.1b)が満たされていることも(4.3)を
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使えば容易に示される｡従って問題はp(P;Q)をいかにして求めるかに帰着する｡ Laplace

方程式の解法の1つであるMonteCarlo法ではこのp(P;Q)を次のように求める｡境界T

に囲まれた領域内の任意の1点Pから放出する random-walker の総数を埠 とし,r上の

ある点Qに到達するwalkerの数をnQとするとp(P;Q)は limNp- ∞ (nQ/Np)で与えられるo

そこで適当に大きなNpを使ってp(P;Q)を評価し,それを(4･4)に代入 して点Pでの Lap-

1ace解 ¢(P)を求める｡ MonteCarlo法の利点は境界の複雑さを気にしなくてもすむ点である｡

ここで上のMonteCarlo法とDIJAとの関係を調べるためにDI｣A問題に則 した境界条件

の下でのLaplace場 ¢(P)の性質を考察 してみよう｡DI｣Aではクラスターそのものが1つの

吸収型境界roを与える｡更に, random-walkerを放出する launchingcircleがクラス

ターを囲んではるか遠方にあるのでこれを境界 TcDとしよう(アルゴリズム改良の観点から

launchingcircleはクラスターに近くてよいことを前に述べた｡ここでは本来のDLAモデル

について議論 していることに注意 しよう｡あるいは random-walkerがクラスターから遠 く

に離れていってそれを越えるとその walkerを捨ててしまう規準であるkillingcircleをEcx,

とみてもよい )｡そこで図 12のように,境界I1.とTw

に囲まれた任意の 1点PでのLaplace場 ¢(P)を,

境界条件

I(Q)-
(QEIl.)

(Q∈Il∞)

の下で求めてみよう｡DI.A問題に別 して ¢O,¢∞は

一定 とする｡ (4.4)より¢(P)は

¢(p)- ∑ p(P;Q)I(Q)
Q∈To,T∞

- ¢｡ ∑ p(P;Q)+転 ∑ p(P;Q)
Q∈Il｡ Q∈T.,

図 12 random-walkerが境界Ilo
の周辺点 ppsから出発 して
㍍ 上の点Qに到る確率 は

逆にQからPps-の確率に
等 しい｡

と表される｡ところで,Pを出発した random-walkerはIloあるいはrcx,上の1点に必ず到

達するので規格化条件｡∈,5,,J (P;Q)-1 は自動的に満たされるo これ を使 -て上式で

QEET｡P(P;Q)を消去すると

¢(p)-¢O-(¢∞-¢o)∑p(P;Q)
Q∈To

が容易に導かれる｡

(4.5)

ここでPとして境界 Il｡の周辺点 (perimetersite)の1つ P｡Sを取ると, (4･5)の左辺
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はその点での Laplace場の勾配 IV¢(Pps)‖こ比例するo従ってこの時 (4･5)は

Iv¢(Pps)l- ∑ p(pps;Q)
Q∈r｡｡

と表されるoところで上式右辺内のp(Pps;Q)は境界 I1.の周辺点 P｡Sから出発したrandom-

walkerがもう1つの境界 r∞上の点Qに到達する確率であるが,これはQから出発 してP｡S

に到る確率と正確に等しいo何故なら,P｡SからQまでに取る patht を決めた時の確率を

pt(Pps;Q)とするとp(Pps;Q)-字pt(Pps;Q)であって, 1つの pathi については順逆

両方向にっいて確率が等 しい (pt(Pps;Q)-pt(Q;Pps);図12参照 )から;p(Pps;Q)-

p(Q;Pps)Oこれを上式に代入すると

lv¢(Pps)ト ∑ p(Q;Pps)
Q∈Il｡｡

(4.6)

となるoこの式の右辺は境界rcoから出発 した random-walkerが境界T.の周辺点P｡Sに到

る確率を表すo従って上式は点P｡Sでの random-walkerの流れ (flow.)がその点での場

の勾配に比例するというよく知られた結果が得られたことを意味する0

以上の結果を踏まえてDI｣Aの特徴をもう一度,別の観点から捉え直してみよう｡DlJAで

は遠方の境界 rw上の点を出発 した random-walkerがクラスターの表面I1.の周辺点 P｡S

に到達する(flow ofrandom-walkers)と直ちにIloの表面に付着する (one-trialsim-

ulation)｡従 って DI｣Aの特徴は次の 2点にまとめられる｡第-にD工JAクラスターの周

辺点 Ppsでの成長確* pg(Pps)≡QE2:Top(Q;Pps)は(4･6)によりその点での Laplace場

の勾配に比例する;

pg(Pps)～IV¢(Pps)上 (4.7)

第二にクラスターは遠方で放出された random-walker の付着で成長するので,成長サイ

トの選択そのものは全 く確率的であって,何 ら平均操作が含まれていない｡ 即ち,DI｣Aは

Laplace場の中の強い random perturbationの影響下でのパターン形成であって,パタ

ーン表面の成長確率は (4.7)で与えられるとまとめられよう｡

以上のことから逆に次の様な非常に興味深い問題が浮上 して来る :(i)成長確率が (4.7)では

なくより一般にpg(Pps)～lv･¢(Pps)Lq(ヤ>0)とするとパターンの構造はどうなるかoこ

れはDLAの一般化につながる重要な問題である｡(ii)random perturbationを弱める方法

はないか,あるいはそれに桔抗する regularperturbation.(例えばbackgroundlattic占

anisotropyなど)を加えるとパターンはどのように変化するか｡これは成長サイ トを決定す
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るのに平均操作 を導入する (MonteCarloaveraging)とか,外枠の境界をせばめて (strip

状など )それによるパター ンの変化 を見 る,あるいは backgroundlatticeanisotropyの

パターン-の影響 を調べるという,実験 と深 くー関わる重要な問題につながる｡特に最後の問題

は樹枝状結晶成長との関連を深 く示唆する｡次節以下でこれ らをより詳 しく考察 しよう｡

ここで注意を1つ｡DLAクラスター固有の特徴 を調べるためには外側の境界rw はクラス

ターの表面 Iloから充分遠 くになければならないo (4･6)よりこの時にのみ成長確率 pgがTw

の詳細によらず,クラスター固有の性質のみが考察できるのであって,I7mがI1.に近いと当然

クラスターはr∞の形に強 く影響 されて成長する｡2次元の場合のシミュレーションにっいて

より具体的に言えば,random-walkerを放出する 1aunchingcircleはクラスターを横切 ら

ない限 りそれに近 くて もよい (計算時間短縮のため )が, random-walkerがクラスターから

充分遠方に離れて行 った時それを切 り捨てる方の killingcircleの径は充分大きくなければ

ならないとい うことである｡

§5 DLAの一般化

5.1 一般化 DLA (ヤーモデル )

前節の分析によりD工｣Aの特徴の 1つはクラスター界面の点 P｡Sでの成長確率がそこでの

Laplace場の勾配に比例する, pg(Pps)～lv¢(pps)1,とい うことであった｡ これは (4･

6)及び (4.7)よ り成長確率が random-walker の流れ (flow )に比例することを意味し,

通常の DLA ( ordinaryDLA )では random-walkerが実際に拡散 して来てクラスター表

面に付着するということからごく自然な結論である｡しかしながら一般的なパターン形成の観

点からすると必ず しも成長確率 pgは場の勾配に比例する必要はないo Laplace場の中での

パターン形成に問題 を限定 して も一般に

pg(Pps)～Iv¢(Pps)ド v(ギ>0) (5.1)

の場合が考えられる｡これは実はNiemeyer,PietroneroとWiesmann(NPW)18)が彼ら自

身の2次元誘電破壊 (Lichtenberg図 )の実験 を説明するために導入 したモデルその もので

ある｡ 甲-1とすると ordinaryDLA が得 られるし, 符-0ではクラスター表面のどの点で

も成長確率が一定という意味で Edenモデルをも含むことになる｡そこで (5.1)の成長確率で

規定されるモデルを一般化 DLA(generalizedDLA )と呼ぼう｡但 しNPW-あるいはギー

モデルと呼ばれることもあることを付記する｡

(5.1)からわかるように一般化DlJAはクラスター界面が現実の物質の流れによって成長し
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ているのではないような場合にも適用できる｡例えば誘電破壊ではすでに放電が起ってしまっ

た道筋ではともかく,未だ放電 していない領域では電子 もイオンも流れているわけではない0

放電の進行につれてLaplace方程式を満たす静電場 ¢が変化しているだけである｡そして放電

路の表面での放電進行の確率はそこでの電界 Iv石に比例するとは限らず, (5.1)のように仮

定 して甲が誘電媒質の物性によると考える方がより一般的であろうOまた,圧力場がLaplace

方程式を満たしているのであって実際に物質の流れとその付着でパターンが成長するのではな

いかという点では viscousfingeringも同様であるが,この場合には界面の速度がそこでの

圧力勾配に比例するので甲-1,即ち ordinaryDLA の 1例 とみなされている｡

5.2 一般化 Dl｣Aの MonteCarloシミュレーション

NPW 18)は彼らの generalizedDLAに対 し,先ず Laplace方程式 V2¢-Oを数値的に解

き,ついで成長サイ トを(5.1)に従って確率的に決定することでパターンを成長させた｡以下

では ordinaryDLA と同様,純粋に MonteCarlo法で generalizedDLA をシミュレー

トする方法を示す3.8,45)この方法は甲が 1/2や2など単純な数値の時に計算時間がNPWの方

法18,46)より短縮できるだけでなく,generalizedDLA のフラクタル次元の表式を導 くた

めの重要な伏線になっていることは後でわかる｡

符 -2の場合についての説明から始めよう｡先ず,図

13に模式的に示されているように,OrdinaryDLAと

同様の手続きに従って遠方から random-walkerを放出

する｡ もしこの walkerが図の実線で示されているよう

にクラスターの周辺点 P｡Sに到達 したならそこから再び

random-walkerを放つ｡この walkerが図の点線

のようにクラスターの表面に付着せず,クラスターから

充分遠方に去った時にのみ点 P｡Sをクラスターの一部と

して取込み成長させる｡もしこのwalkerがクラスター

図13 万-2の場合のシミュ
レーション法｡

の表面に付着 したならばこの walkerも点 P｡S も捨てて最初の手続きからや り直す｡この場合,

点 P｡Sでの成長確率は random-walkerの P｡Sまでの往路,復路でそれぞれ (4･7)に従 うは

ずだから両者の積として

pg(pps)～JvQ(p,S)I2 (5.2)

と書ける｡即ち,上のシミュレーションの手続きは (5.1)で 符 -2の場合に相当するわけであ

る｡
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このシミュレーションの方法はワニn(n:anypositiveinteger)の場合に拡張できる

ことは容易に理解できよう.そしてnが大きくなるにつれてパターンがよりstringyになるこ

ともシミュレーションの方法あるいは (5.1)から遮蔽効果が強調されるので容易に想像できる｡

次に甲-1/2の場合に進 もう.これは上の場合に比 して

それほど明確ではない｡再び ordinaryDLA と同様の手

続きに従って遠方から random-walkerを放出する｡

これがクラスターの周辺点 P｡Sに到達 したならそこから2

ケの random-walkerを放出する｡その2ケともが図 14

の点で示されているようにクラスターの周辺点 P,'S,Piys

に到達 した時に,その時にのみ P,'S及び P,"S(Ppsではな

い )をクラスターの一部として取込み,成長させる｡

この時,2点 P,'SとP,"Sでの成長 eventはお互いに独

図 14 ギ-1/2の場合のシミュ
レーシ ョン法｡

立である;pg(P,'S,Piys)～pg(P,'S)･pg(Piys)oところ

でこれら2点での成長自体は初めの遠方からの random-walkerがP｡Sに到達 したことによ

って規定されているので, (4･7)よりpg(P,'S,P芸)～Iv¢(Pps)[であるOこれより

pg(P,'S)･pg(P,Ps)～Lv¢(Pps)I

が成 り立っoクラスターが充分大きく成長した段階では3点 P｡S,P,'S,Piysはそれほど離れて

いないであろうoよってP｡S=Pis=P,"Sとおける.これを上式に代入すると

pg(pps)～両 (Pps)Il/2 (5.3)

となって,上のシミュレーション法は確かに か-1/2の場合に相当する｡

再びこのシミュレーションの方法を甲-1/7n(7n:anypositiveinteger)の場合に拡張

することは容易であって,7nの増加につれてパターンはよりコンパクトになることが予想され

る｡

最後にこれまでの方法を結合 してpg(Pps)-lv¢(Pps)Iでの場合 をシミュレー トすること

も可能である｡この時 で-n/7n(n,TTl:anypositiveinteger)である｡

以上の generalizedDLA に対する MonteCarlo シミュレーションの方法の最 も重要

な利点は容易にわかるように on-1atticeと同様にoff-1atticeシミュレーションが可能だとい

うことである｡これとは独立に Meakin47)は次のようなシミュレーションの方法を提案 した｡

クラスターの周辺点全てにカウンターを置き,遠方からrandom-walkerを放って周辺点に到
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達 した random-walkerの数 を記録す

る｡どこかの周辺点でのカウンターの数

値が予め指定された値 k(anypositive

intger)に達するとその点 をクラスタ

ーの一部 として取 り込み成長 させ, 同

時に新 しくできたのも含めて他の全ての

周辺点のカウンターを0に リセットする｡

これは generalizedDLA で ワニkの

場合のシミュレーションに相当するが,

off-1atticeシミュレーションになじま

ないo特に7≧1ではbackgroundlat-

tice-anis｡tr｡py の影響が深刻k4雛,

クラスターそのものの特性を調べるには

我々の方法が必須である｡

図 15に我々の方法に従 って 甲のいく

つかの値について行 ったシミュレーショ

ンの結果を示す4.5)Yが増すにっれてパタ

ーンが漸次 stringyになる様子がよく

豊木博泰,本庄春雄,太田正之輔

図 15 一般化 I)LAのMonteCarloシミュレー

ションの例. ワニ(a)1/3,(b)1/2,(C)1

(ordinaryDLA),(d)2,(e)3｡ 文献
45)より｡

わかるであろう｡勿論, 7が非常に大き

かったり,複雑な小数部分を持っような場合にはNPWの方法18,46)が優れていることは言 う

までもない｡

5.3 一般化 DI｣Aのフラクタル次元

5･2で示 した generalizedDLAのシミュレーシ ョンの方法はIiTM理論が generalized

DLA にも適用可能であることを強く示唆している｡以下でこれを展開してみよう｡

HTM理論における(3･12)の関係式 Nws･0 -1は1ケの random-walker とクラスター

の 1ケの周辺点との "chemicalreaction日とみなすことができる｡するとシミュレーショ

ンの方法からワニnの場合はnケの random-walkerと1ケの周辺点 との"Chemicalre-

action" とみなされ,Nwns･.6-1が成 り立っ｡同様に7-1/mの場合は 1ケの random-

walkerとmケの周辺点 との反応 とみなされ,Nws･o m'-1である｡従って か-n/mの場合

はnケの random-walkerとmケの周辺点との反応となり
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(5.4)

が成 り立っ｡

HTM理論における関係式 (3.8-ll)はそれらの導出に到る議論からわかるように今の場合

にも成立する｡従って (3.12)の代 りに (5.4)を使えば generalizedDLA の場合に対する

penetrationdepth Zは

Z～ rl/ ;(′-
d -dfS

符(dw-1)
となり, generalizedDLA のフラクタル次元は

df(ds,dw;ギ)-
d…十 7(dw -1)

ds十7(aw-1)

(5.5)

(5.6)

と求められる3.8)

この式は予期 されたようにHTMの自然な拡張になっている｡ 即ち, 符- 1とすればHTM

の表式 (3･14)が導かれ,さらに ds-a,dw-2(ordinaryDLA )としてMTK の表式

(2･1)に帰着する｡ 又, ワニ0とするとdf-dsが得られ, Edenモデルでのパタ ー ンがコ

ンパクトだという事実 も説明する｡ 符-∞では df-1となり, これ もごく自然な結果である｡

図 16にds-2,dw-2 の時のフラクタル

次元 (5.6)の ギー依存性を示す喜8)同時にいく

つかの 7の値のシミュレーションの結果45)ち

示 してあるが,理論値との一致は非常によい｡

最近, Satpathy48)が 3次元空間でのgen-

eralizedDLA のシミュレーションを行い,

TABLE Iのよ うな結果 を得た｡そ こ､に

は (5･6)で as-3,dw-2とした時の我

々の理論値及び Turk｡,i｡hとS｡h｡r(TA93

による理論値 も比較のために示 してある｡我

々の理論値の方がシミュレーションの結果と

の一致がはるかに優れていることがわかる｡

~一一■一一一一■I-一一一一ヽ 卜ヽ ≠､

＼斗＼ヽ■＼

＼＼-＼
ds=2 ＼＼＼
dw=2 ヽヽ＼＼＼

＼＼ .ヽ

l _l

0.1 1 10

GrowthProbQbilityExponentTl

図16 ds-2,dw-2の場合の generali-
zedDLAのフラクタル次元のヤー依
存性の理論値(点線)とシミュレー

ションの結果(バー)との比較｡文
献 45)より｡

(5･6)から導かれる更に重要な点はワニ0とおいて もdw-1としてもいずれ もdf-dsが

もたらされることであろう｡この事実はシミュレーションの結果から最近示唆されているEd-

enモデル (ギ-0)とballisticaggregation(dw-1)とが成長パターンのモデルとしては
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TABLEⅡ 3次元空間での generalきzedDLA の
シミュレーションの結果と理論値 との比較

＼ simulationa Presenttheoryb TStheoryC

1(DⅠ｣A) 2.48士 .06 2.50 2.50

2 2.11±.06 2.20 2.00

3 1.96±.08 2.00 1.50

4 1.75±.06 1.86 1.00

a:Ref.48) ,b:Ref.38),C:Ref.49)

同じuniversalityclassに属することをごく自然に確証 している｡

§6 異方的成長

§4で得 られたDI｣Aの第二の特性によればDI.Aは強い random perturbationの影響

下でのパターン形成だということであった｡するとこの random perturbationが lattice

anisotropyなど regularperturbation に比 して弱 くなるとパターンがどのように変化す

るかという興味深い疑問が生ずるOそこで本節では通常のDLAに様々な regularpertur-

bation を加えた時のパターンの構造変化を議論 しよう｡

Dl｣Aの要素過程は粒子の拡散とその付着であるから, regularperturbation としては

(i)拡散にバイアスを加えて異方的にする,(ii)付着をある方向のみ強調 して異方的にする, qiD適

当な境界を置 く,4Wパターンが成長する空間を格子構造にする,などが考えられる｡特に最後
36)

の件に関してはこれまでも普通になされて来たことだが,ごく最近の大規模シミュレーション

の結果などから新たにクローズアップされて来たホットな話題である｡これらを順次調べてみ

よう｡

6.1 異方的拡散

OrdinaryDLA において,例えば2次元正方格子上の点Pにある拡散粒子がその4ケの

最近接点に移動する確率は全て等 しく各々1/4である｡これに対 し拡散を異方的にするには例

えばx方向には 1/4-5, 9方向には1/4十 gとしてy方向により拡散し易くする (drift)

とか,あるいはxの2方向とγ.の正方向にはそれぞれ 1/4-6/3, Fの負方向には1/4十Eと

してyの負方向のみ移動 し易 くする(sedimentation)とかが考えられる｡あるいは原点に

向ってより移動 し易いように拡散にバイアスをかけることも考えられよう｡

いずれにして もこのような異方的拡散は通常の等方的拡散に ドリフ トを加えたことに相当す
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ることは容易に示せる｡するとクラスター外の場の方程式は例えば

V2¢十alVQL-o (6.1)

と表される｡ここで左辺第2項が ドリフ トを表しαはその強さを表す係数で,現象論的には拡

散長 Id(～D/U;D:拡散係数, U:ドリフ ト速度 )の逆数に相当する量である｡ この場合,

場の変化の特徴的な長さを Icとすると第 1項はほぼ ¢/Zc2,第 2項は a¢/Zcと評価できるの

で, J｡～ α~1- g｡となって系が有限の特徴的な長 さを持っことになる｡これは ordinary

DLAでは特徴的な長さがないことと矛盾 し,パターンの大きさが ∠｡～ ∠d以下ではフラクタル

であってもその当 りで crossoverが起ってそれ以上ではフラクタルでなくなることを示唆す

る｡実際,拡散に ドリフ トを加えるとできるクラスターはコンパク トになることがシミュレー

ションによって示されている5.0,51)

6.2 異方的付着

付着を異方的にするには例えば∬方向からの付着確率をγ方向からのそれより大きくするこ

とが考えられる,3.5)これと本質的には同じだが,河川の成長を模 した次のモデル 52)も興味深い｡

x軸 を吸収壁 (海岸線 )としてy>0の領域に原点からパターンを成長させるが, y方向の上

方からのrandom-walkerの付着確立は 1,x方向からのそれは pss (<1), y方向下方か

らのそれをOとする｡pssを変えた時のパターンの変化を図 17に示す.pssが減少するに従

ってパターンが著 しく異方的に成長することがわかる｡

このようにパターンが異方的に成長する場合には一般にパターンの長さLと幅Wとで全粒子

数〝に対 してスケールのされ方が違 うことが予想され,

b

･
-

.-

･'(a) (b) (C) (d)

図17 上方からの付着確率を1,横からのそれをpss(<1),下方からのそれをdとし
た時のp ssによるパターンの変化.p ss -(a)1,b)0･5,(C)0･1,(d)0･01.各々
のクラスターは全粒子数Ⅳ-104からなる｡文献52)より｡
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I.～了 ,

JJ･～⊥ⅤシーL

とおかなければならない｡実際,

図 18に見 られ るよ うに,上のモ

デルのシミュレーシ ョンで (6.2)

に従 って指数リN , ylを求めてみ

るとpssが小さくなるに従 って明

らかに y;:≠y⊥であることがわか

る｡特にこの ような異方的付着の

場合にはy::- 2/3, レ⊥-1/3に

漸近するように思われる.35,52)もし

そうならパターンが占める領域は

(6.2a)

(6.2b)

1 10 102

pss-1

図18 図17のモデルでの指数 yH とV⊥のpssによる変化.
文献52)より｡

A～L･W～Nyl+y⊥-Nとなって,パ ターンは異方的に成 長する けれどもコンパク トであると

いうことになる｡更に,図17に示されたパターンから見て とれるように主要な枝 (幹 )の長さ

をLmとするとLm～ Lであって Aとの関係は

I･m一一･L/～ , ･′L
ン十ソ_L

(6.3)

となるo従 ってこのモデルは数値的に も河川網に関する Hackの法刺 (Lm～AP,p≡0･6)を

説明する502)

なお,等方的なパ ターンではL～W-Nレと表 され,指数 yあるいはフラクタル次元 df-1/y

のみでパターンの自己相似性 を特徴づけ得るが,異方的パ ターンでは (6.2)のよ うに一般に複

数個の指数が必要 となる｡このような場合は自己アフィン(self-affinity )53)と呼ばれ, 描

数 が 1ケですむ自己相似 (self-similarity)の自然な拡張 と考えられる｡このself-affinity

による成長パターンの系統的な整理は今後の興味ある課題である｡

6.3 境界の影響

適当な境界内での Dl｣Aパ ター ンの成長は viscousfingeringの実験21,54)とも関連 して主

に幅Wの strip上でなされて来た喜5,56)最近, MeakinとFamily56厄 このような strip上で

の I)LAに対 しWに関する finite-sizescalingの考えを適用 して (6･2)に現れ る指数 yP,

y⊥に関 して
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(6.4)

なる式 を導いたoここで dfはW より小さいスケールでのパターンのフラクタル次元である｡

これはDI｣Aに限らず異方的パ ターンに広 く使 える非常に有用な関係式である｡

横形境界のコーナーから成長させるDLAも興味深い507)何故なら stripなどと違 ってこの

境界 自体には特徴的な長さがないから,裸の開き角 Oを小さくした極限で DLAパターンが(6.

2)式で特徴づけられるような異方的成長を示すかどうか, もしそ うなら y::とり⊥は どのよう

な値に漸近するかは興味ある今後の問題である｡

6･4 Backgroundlatticeanisotropy

次にパターンがその中で成長する格子空間の anisotropyの影響 を調べてみよう｡最近,

DLAのアルゴリズムの改良により非常に大きなクラスター (N≧105)がシミュレー トでき

るようになった3,10)そ して粒子数がN- 105からなる正方格子上でのパターンの外 形が図 19

に示 されているようにダイヤモン ド形になることがわかった｡さらに最近, Meakin.ら36)は

N-4×106からなるこれまで最大の DLAパターンを正方格子上でシミュレー トし,図20に

その例が示 されているように,ダイヤモン ド形の角が一層伸びた十字形に近いパターンを得た｡

これは少 くとも正方格子上では粒子数 〝を漸次大きくすると,〝≦ 104でパターンの外形はほ

ぼ等方的であるがN-105ではダイヤモン ド形に,N之 106ではさらに異方的になって十字形

に近い形に変化することを意味し,〟

-…では十字形の needleになること

図19 正方格子上で得られた粒子数Ⅳ-
105からなる3ケの典型的なDI｣A

クラスターとそれを16ケ重ね合わ
せたパターン｡外形がダイヤモン

ド形であることに注意｡下の横線
の長さは1000latticeunitsを表
す｡文献10)より｡

I6000LATTICEU川TS

.誹,,_
Il4'.ら

をへ･̂ ･: '7■′･｢.

了､･.＼

も･J･･ A_lf'･.や
? :'

七･･1声

'̀i 下
<d

ーヽ■l
vrt,I､■′

I6000LATTICEUNITS

I6000LATTICEUNITS I6000LATTICEUNrrS

図20 〃 -4×106からなる大きなDl｣Aパター

ンの例｡図では最後に付着凝集した105ヶ
の粒子のみが示されているO外癖が図19の

例に比して一層異方的で,十字形に近いこ
とに注意｡文献36)より｡
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を強 く示唆 している｡ 即ち,DI｣Aパターンは大きくなるにつれてその外形に格子の異方性が

強 く反映 して異方的に成長するのである｡ これは以前に信 じられていたようなフラクタル構造

の格子構造依存性に関する universalityがないことを意味する重大な結果である｡ 特に拡散

粒子を of f -1atticeにし,凝集粒子のみ on-1atticeで成長させて も同様の異方的成長が生じ

るのでこの結果は樹枝状結晶成長との関連を強 く示唆するo 又,図20のような成長の際のylV,

y⊥の値の決定 もDLAの self-affinityの性質とも関連 して興味ある今後の課題である｡ 三

角格子上では上のような異方的成長は現在までのところ見られていない｡対称性が高いと異方

性が現れ難いためであろう｡これを説明する試みとしてのスケール理論がごく最近報告さオ茂
が,これの generalizedDLA-の一般化 も興味深い問題である｡

6.5 異方的成長の強調法

このようにパターンが大きく成長するにつれて backgroundlatticeanisotropyでさえ

結局はパターンの外形に強 く影響を及ぼすことが知られると,この a n iso tropyを強調する

方法がいろいろ考案されることになる｡その 1つである Kert占szとVicsek59)の方法 (KV

演 )は以下のようである｡クラスターの周辺点にカウンターをおき random-walkerの到達

数 を記録する｡ある周辺点でカウント数が指定値7n(占有閲値 ;occupation threshold)

に達するとその周辺点をパターンの一部として取 り込む｡この時,新 しくできた周辺点のカウ

ン ト数は0からスター トするが,他のカウンターはリセットしない (この点が Meakinのon-

1atticegeneralizedDIJAのシミュレーション法47)と異なる )｡このKV法に従って正方

格子上でシミュレー トしたパターンの実例を図21に示す｡7nが増すにつれてbackgroundlat-

ticeanisotropyの影響が強 くなる様子がよく示 されている｡ ordinaryDLAでは成長

サイ トの決定そのものは random walker

の到達でなされるので全 くerraticであるが,

このKV法はその決定を 7n回の到達で平均

しているとみなされる (MonteCarloav-

eraging).これは実効的にrondom pertur-

bationを弱 くしていると考 えられ,その

分だけ latticeanisotropyの効果が強調さ

れて図21のような変化がみ られたとも言え

よう｡他にも同種の試みがあるeO)off-1at-

(a) (b)

図21 KV法によるパターンの実例｡粒子数は

N-400で,占有閥値は7n-(a)2,(b)

20,(C)400 07nが大きくなるにつれて

backgroundlatticeanisotropyは強

調される｡文献59)より｡

ticeMonteCarloaveragingは考えられないだろうか｡

一方,我々は次のような backgroundlatticeanisotropy強調の方法 (MK法 )を提案
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した61):random-walkerは ordinaryDLA の手続きに従って格子定数 αの もともとの

格子上 を動 き回る.これに対 してパ ター ンは格子定数 7na(7n-1,2,3,.･･)の C｡arse_

grainされた格子上でのみ成長 し, もしrandom-walkerが coarse一grainされた格子上で

ないクラスターの周辺点に到達 したら,その random-walkerをそこで消 してしまって新た

に random-walkerをクラスターの遠方で放出しシミュレーションを続けるものとする｡こ

のMK法で得 られたパターンの実例を図22に示す｡7nが増すにつれてパターンの異方性がよ

り顕著になる様子がみてとれる｡この場合 も coarse一grainされた格子上でのみパターンが成

(a) (b)
_t｢. (C)

llf

_..｣L r.1日.日..Ii.請 .lr.I=_.

図22 MK法によるパターンの実例｡それぞれⅣ-104からな

り,coarse-grainedlatticeの格子定数 7n -(a)2,(b)

4,(C)8,(d)16, (e)320 7mが増すにつれてパターンの

異方性が顕著になることがわかる｡文献61)より｡

長するので成長サイ トの決定に際して平均操作が入っているとみなせよう｡より重要だと思わ

れるの軌 このMK法は実空間繰込み群 (reaトspacerenormalizationgroup;RSRG)

の操作62,63)を思い起こさせ, DIJAの異方性に対するRSRGのアプローチを示唆している

のではないかという点である｡これ も今後の重要な課題の 1つである0

§7 DLAと樹枝状結晶成長

前節で記 したように正方格子上でのDI｣Aパターンがその粒子数〝の増加につれてかえって

backgroundlatticeanisotropyの影響を強く受けて異方的に成長するという事実はDIJA

の樹枝状結晶成長 (den'driticcrystalgrowth;DCG)との関連を強く示唆する｡DCG

はDもA同様,拡散場の中でのパターン形成であり,雪の結晶に代表されるようにパターンの
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異方性は分子 レベルよりはるかに大きくなってから顕著になる｡考えてみると水分子の対称性

が雪のようにマクロなレベルで現れるとは非常に不思議なことである｡そのような本質にかか

わる疑問に少 しなりとも光を投げかけるためにDI.A とDCGとの関連をより深 く議論するの

が本節の目的である｡

結晶成長における形態変化 (m orphologicalchange)は古 くから研究されている｡溶液

成長 (solutiongrowth ;例えば塩の水溶液からの塩の結晶成長 )の際の過飽和度 (super:

saturation )Ac,あるいは融液成長 (meltgrowth;例えば水からの氷の結晶成長 )の

際の過冷却度 (super-cooling )

ATを増すと,結晶の外形は2次元

系で模式的に図23に示 されている

ような形態変化を呈する｡ここでこ

の形態変化の原因の考察から,溶液

成長を例にとって結晶成長を大きく

2種類に分類 してみよう｡第 1はAc

hopperdendriteneedle
ロ○◇令･･.-十十

▲corAT

RLCG ー l→ DLCG

図23 2次元結晶成長の形態変化の模式図. Ac,

ATはそれぞれ過飽和度,過冷却度を表すo

Rl｣CG,DI｣CGについては本文参照｡

が小さい場合で,この時 , 結晶の形

態は溶質分子が結晶表面に到達 した後の表面上での kinetics(溶質分子はより安定な表面サ

イ トに落ち着 くまで表面上を拡散する )で決定される｡その意味でこの場合は界面律速結晶成

長あるいはコロイ ド科学など他分野との関連で言えば反応律速結晶成長 (reaction-limited

crystalgrowth;RLCG )と呼べよう｡これに対して A cが大きい時は表 面拡散が起 こる

より先に溶質分子が周囲から次々と拡散付着する ｡ 従ってこの時の結晶形態は溶質分子の拡散

場で決定される｡これを拡散律速結晶成長 (diffusion-limitedcrystalgrowth;DLCG)

と呼ぼう｡ RI｣CGでは周囲の拡散場は重要でない｡DI.Aと関連が深いのはDI｣CGである

ことは容易に読み取れよう｡

前述 したDIJAの第 2の特徴 (DI｣Aは強い random perturbationの影響下でのパター

ン形成 )と格子上でのI)LAのシミュレーションの結果とを踏まえてここでDLCGについて

次のような conjecture を立ててみよう｡即ち,"DI｣CGではその形態形成は結晶格子の

異方性 (crysta日atticeanisotropy)と何 らかの random perturbation との競合で決

定され,latticeanisotropy.が充分強い時には雪のような reg■ulardendriteが得 られ,

逆に random perturbationが充分強い場合にはこれまでになじみになったDI｣Aパターン

が得 られる〝と考える｡ 元来 DI｣CGの領域では Mullins-Sekerka理論64)の意味で結晶界

面は非常に不安定なので,random perturbationの起源はそれほど問題でない｡しかしな
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がら普通に見 られる dendriteはほとんど例外なく規則的である｡ これは普通の状況では

crystalanisotropyが強 くてDLA的パ ターンにはなり得ないからであろう｡それならば何ら

かの方法で実効的に crystalanisotropyを弱めることができれば普通には規則的にしか成

長しない物質でもDI｣A的パ ターンを呈するのではないだろうか｡

以上の観点から本庄 ら65)は次のような結晶成長の実験 を行 ったo非常に美 しいregular

dendriteが比較的容易に得 られるNH4Clの溶液成長を選び,図24のような実験装置セット

する02枚の平行平板 (Slideglass)の間 (gap～5〃n)にNH｡Cl水溶液 を入れるので

あるが,平行平板の表面が両方ともフラットの時には図25のような regulardendrite が

図24 NH4Cl水溶液からのNH4Clの2
次元的樹枝状結晶成長のための装

置｡

図26 図24の装置で,一方の平行平板 の表面を適

当にキズっけて粗 くして成長させた時に得 ら

れるNH4C1の randqm dendriteの1例｡
20秒毎にとった像を重ね合せた｡DI｣Aパタ

ーンとの類似,及び外枝の優先的成長とそれに

よる内部の成長の遮蔽効果に注意｡文献65)より
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図25 図24の装置で,平行平板の表面が両方

ともフラットな時に得 られるNH4Clの

regul;ardendriteの一例.文献65)より｡
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図27 図26で得 られた random dendriteを2

次元とみなし,その面積 と回転半径を成

長につれて両対数プロットした｡傾きの

絶対値はこのraLndom dendtiteのフラク

タル次元を与え,この例ではdf-1･67で,
2次元DIAパターンのそれに非常に近い｡

文献 65)より｡
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得 られる6.6)ところが2枚の平行平板のうちの一方の表面を適当にランダムなキズをつけて粗 く

すると図26のようにDLAパターンを紡沸させるNIもClの dendriteが得 られるのである｡

事実,図27に示されているように,結晶を2次元と考えて成長途次でのその面積 と回転半径

とを両対数プロ,y-1トするときれいに直線にのり, しかもその傾きが 1.67であって2次元DLA

に対する理論値 5/3に非常に近い｡この実験では平行平板が両方ともフラットの場合にはNH4Cl

の crystalanisotropyが充分強くて regulardendriteが成長したのであるが,平行平板

の一方にキズをつけて粗 く凹凸をつけた場合には crystalanisotropyが実効的に減殺され,

キズの特徴的な長さ以上のスケールでは溶質の拡散場のみで決まるランダムなパターン,即ち

DIJAパターンが得られたと考えるのが最 も自然であろう｡以上により上の conjectureの正

しさが実験的に確 られたのである｡

なお,当然のことながら,両方の平行平板ともフラットな場合にも適当な過飽和度や温度の

下でDl｣A的パターンが得られないかという疑問 も浮んでこよう｡これは上述の立場からすれ

ば平板表面のキズの強さを加減 して実効的にanisotropyの強度を変え,それを付加的自由度

として種々の結晶成長モー ド(DI｣A的,規則的樹枝状,針状など)の相図を考察する問題に

含まれる｡この実験 も現在進行中で,興味ある成長モー ドが見出されつつある6.7)

上述の実験では元来 regulardendriteを呈するものでも実効的にlatticeanisotropy

を弱めるとDI｣Aパターンが得 られる例である｡ 逆に,viscousfingeringでは普通は何 ら

latticeanisotropyに類するものは内在 しない｡そこで Hele-Shawセルの平行平板の一方

に今度は格子状の規則的な溝を彫って viscousfingeringの実験を行 うと,注入圧力あるい

は異方性の増大とともに溝による1atticeanisotropyの影響を強く受けた regulardend-

riteを思わせるパターンが得 られることが示されている608)又,因果関係はそれほど明確では

ないが,2枚の平行平板の間で亜鉛金属葉を成長させて濃度や印加電圧を変えるとDI.A的パ

ターンから regulardendriteに形態変化を行 うという報告 もある6.9,70)

その千差万別の形で我々を魅了して来たDCGもメカニズムが非常に複雑だと考えられて頑

強に我々の理解 を拒んで来たわけであるが,ここに来てこれまでの考察からDI｣Aのback一

groundlatticeanisotropyを考慮することでその理解の糸口が見えて来たように思われる｡

これまでのような単純な形をした結晶を基準としてその界面のダイナミックスを追求するオー

ソドックスなDCGの研究71~75)も勿論重要であるが,DI｣Aのようにパターンが複雑であって

もその統計的な性質がよく知られていればそれから出発 した新 しい視点によるDCGの研究 も

重要かっ興味深いものと思われるのである｡
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§8 まとめと展望

DLAに関連した実験例の列挙から始めて,I)LAのフラクタル次元の理論,その stochas-

ticityの性格の解明,それを基にしたDIJAの一般化 と異方的成長及びDCG(dendritic

crystalgrowth)との関連を我々のこれまでの研究を中心に記 して来た.特にDLAとDCG

との関連性を示す本庄らの実験は非常に印象的である｡これはさらに種々の実験パ ラメタを変

えることによりDLAをも含んだDCGの詳 しい成長モー ドの解明-と発展し得ることを強く

示唆する｡

self-affinityの概念による成長パターンの系統的研究 も興味深い0DLAに限定しても異方

的拡散,異方的付着,格子構造の影響,KV法やMK法に代表される種々の 叩onteCarlo

平均などいろいろな異方的成長が見られたわけだが,それぞれについて y:!, y⊥ の値はどう

なのか, self-affinityの中でも universalityclassはあるのか,など興味がっきない｡

更に,成長パターンはその周辺点に成長確率というmeasureを持っ｡カオスの研究から示

唆されるようにこれは一般に複雑なスケール構造を持ち,単一のフラクタル次元のみでは律 し

切れない｡このような成長パターンの multi-fractal構造の理論的実験的解明も今後の重要

な課題である｡

成長パターンの最も典型的なモデルであるDI｣Aについては近年の目を見睦るばかりの集中

的な研究により多くの事実が明るみになったが,本論で強調 したように現象論の域を出ない｡

現象論の範囲内でも数多くの問題点を抱えていることはこれまでに折に触れて指摘 して来た｡

本質的な成長パターンの理論を構築するためになされなければならないと思われる実験,シミ

ュレーション,現象論的理論の試みは山積みしている｡本稿がこれから ｢フラクタルの物理｣

を目指す若い方々のいくぱくかの関心をひけば筆者らの望外の喜びである｡
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