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動 的 縮 約 の 構 造

(1987年 11月 6日受理)

§0.はじめに

上題での蔵本由紀教授による講議が,研究室のセミナーとして,2回に亘って行なわれた｡

以下でその内容を簡単に紹介する｡

ある力学系の発展方程式の解を求める以前に,その方程式自体を何 らかの手法でより単純化

し,系の従 うダイナミクスを抽出できないだろうか, という動的縮約の発想は歴史的にも古 く

従来よりいくつかの代表的方法が知られている｡ここ.で,それらに共通する一般的な理論的構

造があることを提示し,統一的観点より見直してみよう｡まず第 Ⅰ部の5節で具体的な4例と

して,(i)非線型振動における漸近的方法1)(ii)分岐理論的縮約法2)qii)Chapman-Enskogの方

法3)(～)Phasedynamics4)を順次取 り上げ,共通の構造を認識した上で,第 Ⅰ部ではこのうち

のphasedynamicsに的 を絞 る｡前半4節で今までの結果を紹介した後,終 りの2節で,同じ

枠組みでより広範な対象を取 り扱いうることを示すべく,新たな 2つの適用例を報告する｡

Part i. 動 的 縮 約 法

§1･ 簡単な2変数モデル

4つの例に先立って,最も単純化 した形ながら本質的な構造を見ることができる,次のよう

な2変数の常微分方程式系を考えよう｡

意
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記録 :京大 ･理 西川郁子 (本稿作成にあたっては蔵本先生に御卜読頂きました｡)
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蔵本 由紀

ここで≠→∞における解の漸近的挙動に注目するとき,摂動項をもっこの系をどのように動的

縮約することが考えられるだろうか｡

まず,非摂動系はアトラクターとして

∬=∬o
y-yd(xo)-r-19(xo)

等

_メ/本/
ズo

(a)非摂動系

又.

(b)摂動系

(1･2)

Fig･1

という任意パラメータxoを含む固定点をもつo直ちにわかるのは,例えば解 x(i),y(i)自身

をこの周 りで摂動展開すると,最低次 0(61)で

x(i)=xo+Ef(xo,yo(xo))･i (1･3)

となり永年項が出現する｡これに対 して,いわゆる断熱消去法では,摂動を受けた∬が遅い変

数であることに着 目することで

(1･4)

という縮約を行 う｡ これは最低次での正しい近似だが,任意の次数での摂動展開-拡張するに

は,以下の2点に注意してより系統的に摂動展開を行 うことが必要となる｡先に解の展開がで

きなかったのは,非摂動系でのx(i)が中立安定であり, 摂動の結果生 じるズレは最早微小に

留ま｡得ないからである｡だが 窯 は微小であ｡,これが展開できる量である｡一方遅 くない

y(i)は,各時刻での準定常解 y(i)- γLl g(tT(i))の周 りで展開してかまわないOこれが第 1

点である｡第 ?は,時間依存性は全て遅い変数 x(i)を介してのみ生 じる,というfun｡ti｡nal

ansatzを置くことだ｡これは,摂動が微小である限 り解軌道が£-∞で漸近するsl｡w ma_
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動的縮約の構造

nifoldが存在し,我々はこの上での運動にのみ注目することを意味する｡これらにより

γ(∬)-yo(α)+〟(α)

d∬
- -〟(α)d≠

p(x)- epl(a)+62p2(a)+･･･

u(x)- evュ(x)+62u2(x)十 -･

(1･5)

という形で展開することになる｡この最低次が断熱消去法に他ならず,より高次で非断熱効果

を摂動的に取 り込んでゆける｡例えばこの次の次数では,

yl(.r)ニーr-1f(x,F｡(a))

u2(x)-yl(.r)

dyo(α)

d∬

∂f(x,yo(x))

∂yo

(1･6)

以下順次,前の次数までの結果を代入することで slow manifoldy(x)及びその上でのx(i)

の運動を記述する方程式を任意の精度まで逐次求めてゆける｡このように,任意定数をとる中

立モー ドであった変数 xは,一旦摂動 を受けるとそれがいかに小さくとも回復力がないために

ゆっくりと滑 り始める｡これが先の永年性の由来であり,実際には永年性を∬の時間変化に取

り込むことで,正に∬のダイナミクスが決定される｡

以上は簡単な例ではあるが,動的縮約を行 うためには非摂動系に中立モー ドの存在が必要で

あること,slow manifoldに拠るfunctionalansatzを置 くと遅い変数で閉じた方程式系に

縮約できること,そして実際にダイナミクスは永年性の消去から決定されること, といった理

論の基本的構造は既に見出される｡この認識に立って,以下で順次 4つの方法を見ていこう｡

§2 KrylovIBogoHubov-Mitropo宅yskyの方法

調和振動子に対 して摂動が加えられた次の系 ;

一色 + a.2u- ef(a,意 )d≠2

で表わされる非線型振動を考える｡この場合も非摂動系の解 :

uo(i)-acos(uoi+¢)

(2･1)

(2･2)

は,振幅と初期位相 という2つの任意パ ラメータα,¢を持っており,これらが摂動の結果遅い
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変数となる｡そこで2変数 a(i),め(i)…G'ot+¢(i)に対 して次の方程式系を考えることに

なる｡

a(a(i),め(i))- uo(a,♂)+p(a,め)

一里旦 -a,0+f2(a)d≠

坐-A(a)d≠
p(a,¢)-epl(a,♂)+82p2(a,¢)十･･･

fl(a)-Ea'1(a,め)+ 62a,2(a,め)十･-

A(a)- eAl(a)+C2A2(a)十･･･

(2･3)

微小量 p,幻,Aをいずれも61で展開したのは,以下で導出する最低次方程式において,各微

小量が釣 り合 うよう考慮したためである｡また一般には¢依存性 をもっfl,Aは,この場合aの

みの汎関数として求められる｡ここで slow manifold a(a,♂)は,a(i),¢(i)を介して時

間変化する第一項uo,及びそれからのズレpで表すことになる.この例では2つの中立モー

ドに応 じて2変数を過剰に導入 していることを,先のモデルになかった点として特に注意 して

おかねばならない｡そのため,係数の決定には任意性が残る｡これはmanifoldの微小なズレ

の基準振動成分をuo或いはpのどちらに含めるか,という表記上の問題に過ぎない｡しかし予

め何 らかの規約を定めて一意に分離しておく必要がある｡ここでは,β〃(α,¢),Ⅴ〝≧1は基準

振動成分を含まない,と決めておこう｡振幅αで任意次数での補正を考慮したため,これ らは

第-項に含みうる｡このような分離法の任意性は一般に生 じることであり,先の系では1つの

変数自身が中立モー ドだったので余分に変数を導入する必要がなかったに過ぎない｡

これらをもとの(2･1)式に代入し,

([(eAl･ 82A2+-･)去 +(W.+eWl.82W2+･･･)怠 ]2十u2.)

×(acos¢+ EPl+-)

- ef(acos¢+ePl+62p2+- , -W｡aSin¢十 - ) (2･4)

が得られる｡最低次の場合で実際にa'1,Al,Plを求める手順を適ってみよう｡Elの項を両辺

で等置すると,

Lpl(a,♂)-Bl(,I,♂;,I,1,Al)
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動的縮約の構造

ただしL≡d (意 + 1),

Bl(a,¢;a,1,Al)-f(acos¢,-a･｡asin¢)+2α'oAISin¢

十2a)oaJ1aCOS¢ (2･6)0

Lは非摂動系をその定常振動解 u,Oの周 りで線型化 して得られる,線型整次演算子である｡い

ま基準振動 u｡, 意 は上の0固有関数であることより,(2･5)に対する可解条件として,

(u｡(¢),Bl (a,¢;a,1,Al)-0

(慧 6,,Bl(a,¢;Wl,Al))-0

が課せられる｡ここで内積は次で定義する;

(f(@),9(Q))…I.2Wf(め)9(め)dQ

(2･7)

(2･8)0

(2･7)の可解条件は,Blが基準振動成分 sin¢,cos¢を含まないことを意味するがこれでa･1(a)

』 1(α)が与えられ,即ちα,¢に対する最低次の運動方程式を決定する｡特に保存系の場合に

式に代入して得られる

Lpl(a,¢)-Bl (a,¢) (2･5)′

を解いて,β1(α,♂)が求められる｡ただしβ1(α,♂)の基準振動成分のみは不定だが,それ

が前述の分離の任意性に他ならず,ここでは含まれないものと決めておいた｡これを如何に設

定しても次の次数で運動方程式に影響するために,逆に遅い変数の運動に跳ね返 り,結局 iL(i)

は任意の次数で一意的に得られる｡

以下この手順を逐次任意の次数 Eリまで進めることができる｡まず,

Lpリ(a,め)-By (a,め;all" Aリ)

に対する可解条件 ;

･u｡, By ,-(謡 By)-0

(2･9)

(2･10)

が,a'U(a),Aリ (a)を与える｡ここで 乍≦y-1に対するa)〟,A〟,p応がByの関数形を決めて

いる｡次に,
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蔵本 由紀

Lpリ(a,め)-By(a,¢)

を解いて Eレ次の近次で manifoldが求まるわけである｡

この例では縮約された方程式系もやは りα,¢の2自由度であり,

(2･11)

もとのu,意 に比べて逓

減されてはいない｡これは非摂動系が調和振動 を行い,ア トラクターまでのtrangencyがない

ことの反映である｡しかし,非断熱効果を摂動的に取 り込む形で運動方程式を簡略化すること

により,やはりダイナミクスは縮約されたと考えられる｡

§3 分岐理論に基づく′縮約

§§3-1. Hopf分岐

次に,分岐点近傍であることを利用 した例を取上げよう｡具体的にはHopf分岐直後の状況;

(ま -L｡)冒 - eLl言･M:諾 +N:詔 言 (3･1)

E(>0);微小パ ラメータ

を考える｡ここで Eは分岐点からの距離であり,残 り2項の非線型性 とともにこの場合に中立

モー ドを動かす摂動 として働 くO 一般にn次元の力学系とし, Lo,1,M,胴まそれぞれ 1,2,3

階のテンソルである｡更に,Loの正規 (右)固有関数系を(電 L とおこうO即ち,

L｡完ノ-右完,(EJ,読)-1 forVy

分岐点 6-0でこのうち一対の固有値 jo,}岩が虚軸を横切 り,

10- i(J'O, }岩ニーla,o

Reん<O for Vy≠O

が満たされているとする｡

このとき,非摂動系 ;

(A-L.)i-0

は中立安定周期解 ;

?.(i)-welW()i7O+W*e~-ì''otJVo*
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′ヽ ′-う ノー′* → *

-Who+W uo

動的縮約の構造

(3･4)

『;任意パ ラメータ

『 ≡『eiαo王
′ヽ′

を持っが,この臨界モー ド完,?.*が摂動を受けて動き出すごの系の中立モー ドであるO

(a)非摂動系 (b)摂動系

Fig･2

以後の手順は先と全 く同様に進めればよい｡つまり遅い変数W(i),W*(i)に対 して

技 芸='二'(Ww(*t',i?'#=･(:0,'W'蔚‡)+言(扉'薪*) (3･5)

と置く｡ここでは最低次の方程式で各微小量がちょうど釣 り合 う場合を考え,そのとき各々が

Eの何次であるかは得られる方程式から学ぶことにしよう｡

中立モー ドであるW,つまり非摂動系振動面内の基準振動成分の複素振幅,を才に加えて独

立変数として導入したために,変数が2つ過剰になりここでもやはり分離の不定性が生じる｡

そこで,

∞

7(扉(i),薪*(i))= ∑ 7 (i)(W(i),W･(i))｡ilWot
J=-∞

に対 して

(I.,才 (1))-o (3･6)

を課 しておく｡ただ先と異なりn次元なので,才が基準振動成分を含まないという条件は面内

成分にのみ課されているのである｡斯 して,

(去 -L｡)才(W,房*)-言(W,蔚*)

≡ 2:ai (i)(W,W*)｡ilWot
/ 二一 ∞
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蔵本 由紀

ただし 盲(W～,房*)ニーd,｡iWot7.-蔽*｡~iWot?.･

+eLli.+M : i .i .+2M : i .7 +N宣 .?.20

- (i,湯 壷 ,*嘉 )才 + eLl言 .M :蒜 +3N :i.i .p

十3N:i.7才十 N;蒜7
より,

(iZa,0-L｡)才(i)(W,W*)-言 (i)(W,W*)

を得 る｡このうち∠-1の基準振動成分に対 して可解条件が課され,

(7㌢,盲(1)(W,W*))-o
となる｡i,Aに関する最低次の近似では,

(3･7)

(3･8)

(3･9)

盲(1)(W,W*)=-dr?.+eLIW?.

十 2M :.(Wi.了 (o)十W*E.*才 (2))十 3lwl2wN!?.I.i.* (3･10)

であるが, これにJ-0,2に対する(3･8)式より得 られる｡

才 (o)--lwl22L言1M:7.70*

7(2)=W2(2iG'｡-L｡)-1M :i.I.
(3･11)

を代入 して,

盲(1)(W,W *)= 一彦?.+eLIW70

+ Iwl2wt-･4M‥?.L言1M‥7.i.*+2M‥E.*(2ia,0-L.)lM‥707.

+3N.=707.70*) (3･12)

と書き下すことができる｡ここで微小量 7 (o･2)に代わって,0(pyr2)であることがわかったW,

『*を用いた｡これより次の最低次運動方程式 ;

W- EOW 一glw書2W
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動的縮約の構造

ただし O-(7㌔,LlI.)

9-(i.+,[-3N≡ju.i.i.*+4M:?.LもlM:i.i.*

-2M:?.*(2ia,0-L｡)~1M:=蒜.])

が得られる｡各項が釣 り合 うのはW-0(EV2)の場合である｡

このように,slow manifold(特にこの場合はcentermanifoldと呼ばれる)は摂動の結

果もとの振動面より微小に歪んだ放物面となる｡そこ-解が漸近した後は,臨界モー ド以外は

事実上減衰 し,それ故ダイナミクスは自由度がnから2-と逓減されるわけである｡

§§3-2. NewelトWhiteheadの方法

空間的に非-様な系がHopf分岐を起こす状況は,前小節で扱った(3･1)式に拡散項を付加

した次の反応拡散方程式で記述することができる;

(孟 -L｡)言-ELl討 M:詔 +N:言詔+DV2-言 (3･14)

ここでDは拡散係数を与えるn次元対角行列である｡これはNewel1-Whiteheadによるものだ

が,状態変数の空間変調が長波長の場合には,拡散 も摂動として全 く同様に扱えるわけである｡

即ち,緩やかな空間依存性 を持った遅い変数W,W*を考え,同時に微小量了,AはW,扉*のみ

ならず,その任意の空間微分 vW,vw～苦V2W～,V2扉*,- なる局所量の汎関数 とする｡このと

き,(3･14)式は形式的に(3･1)式の eLlを eLl+DV2 で置換 したものであることに対応 し

て,運動方程式も(3･13)式の60をeo+D̂V2に置換えた式 :

蔽 -eow一gLwl2W+D̂V2W

ただし 3-(?.',D?.)

が得られる｡

(3･15)

§4 Chapmann-Enskogの理論

以上 2,3の例による説明を通 して,縮約の構造が明確になったかと思 うが,これはまた歴

史的に最も古い縮約理論であるChapmann-Enskogの方法にも当てはまる｡Boltzmann方程

式より流体方程式を導出するこの方法では,衝突に際 して保存される粒子数 ･運動量 ･エネル

ギーの計 5個の恒量各々が中立モー ドであり,その緩やかな時空間変化を記述するものが流体

方程式なのである｡
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速度分布関数 f(冒?,i)に対 して,Boltzmann方程式 ;

意ft Df-I(f)

を考える.ここで-Z)f,I(f)は各々 ドリフト項,衝突項であり

(4･1)

-Df-(7孟+盲等 )f

J(f)- ∬tf(才)f(71')-f(フ)f(71))17-71lo′(l7-71()dnd? 1

(4･2)

で与えられる.fの空間変化が緩やかで且つ外力才が小さい場合には,cZ)fを摂動として扱う

ことができる｡

まず非摂動系では,平衡解Maxwellian;

fo(7;a,7,T)-n(孟 )3/2exp[
m(7-7)2

2kT
(4･3)

が達成されているとしよう｡これは5個の任意パラメータとして,平均粒子数密度 n,平均速

度7,温度 Tを持っ;

n-If｡d7, -I--/7f｡d7, 号kT-芸J聞2f｡dフ (4･4)

これらが摂動により緩慢な時空間依存性をもつ5個の変数 となり,その汎関数として速度分布

関数 f(7,I,i)を求めることができる｡

f(7,I,i)-fo(7;n,7,T)+f.×¢(7;7,i)

富 - n l(7,i),豊 塑 -02,3,4(7,i),芸 -05(7,i) (4･5)

ここで微小量 ¢,ni(i-1,2,-,5)は何れも,n,?,T及びその任意の空間微分 ∂xn,837,

axT,a,n,- の汎関数とするo

分離の仕方はどのように要請してもよいが,前例までの如 くまずは中立モー ドを基底にもっ

直交関数系で考えるのが最も便利であろうo そこで,線型積分演算子ゴ -凱 =f.･foを定義

すると,非摂動系で

(濃 f.- -i)¢ -0 (4･6)o

明らかに♂は,5個の任意パラメータに対応した0固有関数を持っが,各々が衝突における保
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動的縮約の構造

存量である;

¢1-1,¢2,3,4- -Cx,,,I, ¢5- 喜mc2

これを用いて

J¢i(f.¢)d7-o i-1,2,-,5

を要請 しておく｡即ち,粒子数等の変化はMaxwellianノーOで吸収するわけだ｡

Boltzmann方程式(4･1)或いは

-印 -雲+ -Df･(中の2次の項 )

に対する可解条件は,

IQi(芸. -Af)d7-0

(4･7)0

(4･8)

(4･1)/

(4･9)

である｡流体方程式には寄与しない衝突の非線型項はここで省いた｡これを具体的に書き下し

て流体方程式を得るが,まず最低次では

I¢よ(豊 十-Df.)d7 -0 (4･10)

となりEuler方程式を与える｡散逸項の導出には,局所平衡からのズレを考慮 したその次の近

似が必要である｡そこで(4･1)′式でJ-foとして得 られる少を用い,展開形(4｡5)を(4･9)

式-代入すると,Navier-Stokes方程式が得 られることになる｡

§5 Phasedynamics

本節では,phasedynamicsとして用いられる手法を前節までと同じ表式で簡単に示 し,続

く各節-の準備としよう｡

一般の反応拡散方程式に従 う一次元無限系を考える;

意 妄言 (i)･D∂三言 (5･1)

==;コ =E

これが定常解 として空間周期解xo(x+ i)-Xo(x)を持っていたとしよう｡何らかの摂動に

よってこの周期構造が長波長変調を受けた場合,その時間発展は如何に記述されるだろうか｡
⊆⊇⊇コ

(5･1)式の並進対称性のため解にも並進自由度が残 り,Xo(∬-¢),¢;任意パラメータ｡こ

の¢が,歪みの遅いダイナミクスを記述する変数 となる｡換言すれば,Goldstoneモー ド;
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?.(x)≡

d茸)(x)

d ∬

がこの系の中立モー ドである｡そこで

→
x(x,i)-毛 (¢(x,i))+7(x,i)

坐 =fl(x,i)
∂t

ただし ¢(x,i)≡ x-4)(x,i)

(5･2)

(5･3)

と置くが,ここで7,flは,6(x,i)及び ∂∬¢,∂三¢,-の汎関数であり,¢については1-
→

周期的 とする.展開の基底に軌 X.における線型化演算子Lの固有関数系 (ちIlをとる ;

L-孟 絹 o)十 D∂三

L完- 1l?i

これを用いて分離の要請を

(io+,7)-lold¢70+(@);(¢)- 0

と置き,即ち

才(x,i)-∑p(∂x¢,∂三¢,･-)(i)?i(め)
J=≠0

とする｡(5･1)-の代入の結果

L言(¢,∂x少,∂三¢,･･.)-盲(♂,∂x¢,∂芝¢,･･･)

ただし 盲ニーflI.(¢ト D∂三毛 + (高次の微小量 )

となり,これに対する可解条件 ;

(VJ,盲)-0

は最低次で次の運動方程式 ;

●
¢-y∂三4,+〟ト ∂x¢+(∂x¢)21

ただし リ -(フOト/,DI.)
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p-'?.I, 揺 ) (5･8)

を与えるO定在波加 瀬 鏡像対称であることを考慮すると,?.I,豊 の偶奇性よりp-

0となり,拡散方程式 ;

g-リ∂三g (5･9)

が得 られる｡

以上4例を通じて示された共通の構造を整理する意味で,表 1に対応関係をまとめておく｡

表 1. 4つの代表的縮約法

動的 魂如郵 翁 中立モ ィ ､ 中 立 モ 斗 (̀こ加わ3枚幼

卓7.krJIov-Bo90LL.ubov 線 煎緑動 (こ3,ヽナ5 ･糎 鮒 ft･頑 ､泉 や励 起

-仰 roFolskJ の樗指 他鹿 と杯婚 I_絹3')タトゥ･外書p紬盲 等 .

52_ 分山貢lこ31.t丹 ･/7luぎょ.17-らLaス.lレ

NeweIト 仙 ilehe,ld ･非紙叫 ま･叫 1紬 の軸 b抽-榊.3Iヽ守
の 7里主命 臨 界モード､

53.⊂hcLFh7an- EハS極 衝動 こ鍔が ･.性向%､卓 t.溝 もLT-J 哀厚.i離 .一郎 の不均一.fyIIーのf空論 言?の′匝音

54-､PhaSedyn- I'CS ii嘩 嶋 村 '.票 ,,,PHP>仰

PartIPhasedynamics

先の§5では,簡単なphasedynamicsの例として一次元反応拡散系での空間周期構造の長

波長歪みを取上げたが,従来phasedynamicsで扱ってきた他の系も同じく一貫した見方で定

式化することができる｡

まず最初に,phasedynamics或いはphaseをどういう意味で用いているかについて触れて

おくべきであろう｡

く位相による記述'は,流体力学や反応拡散系においてかなり以前から数々の試みがなされ

ているが,phasedynam icsとして必ずしも明確に統一された定義なり理論的構造があるわけ
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ではない｡そこで,少くともここでは,次のように特徴付けておこう｡Phasedynamics とい

う摂動法によって動的縮約が可能なのは,連続対称性を破った解が既に存在している場合であ

る｡このときそれに付随するGoldstoneモー ドの振幅をphaseと呼ぶ｡非摂動解においては

phaseは任意定数をとりうるパラメータである｡系が何 らかの摂動を受けた結果,生 じる解軌

道の変位自身は微小に留まり得ないだろうが,その永年性をphaseの緩慢な時空間依存性によ

り吸収し,それでも残る局所平衡からのズレを微小量とするのである｡永年性をphaseに吸収

させることで,系全体のdynamicsを phaseのdynamics-と射影 したわけである｡局所平

衡からの微小なズレを摂動として逐次取込むことでこの dynamicsは系統的に摂動展開でき,

系の漸近的挙動については任意の精度で求められる｡ただしここでdynamicsと言 うのは,解

軌道そのものではなく,発展方程式を求めることに主体を置いている｡

第 丑部の前半4節 §6-9では,従来よりphasedynam icsとして一応確立 した結果を,改

めて先の形式に則って示す｡その後 §10,11で,新たな適用例としていずれもGoldstoneモ

ー ドの他に中立安定な波形歪みが存在 し,それがGoldstoneモー ドの滑 り出 し-と変換され

る,という興味ある2例を挙げる｡特に最後の例は,現段階で未完成な部分もあるが,これにより

phasedynamicsが defectのdymamicsをも扱いうる方法であることが自然に理解できるので

はないだろうか｡

§6 自励振動系

最初に一般的表式を求めるために,安定な極限周期解が微小な変形を受けた場合を考えよう｡

構造安定性を仮定している限 り,元より少 し歪んだやはり安定極限周期解が得られるに過ぎな

いが,続く各例は,摂動項を適当に置換えることでこの結果をそのまま使えるのである｡

非摂動系はn次元常微分方程式系 ;

=E

些 =デ(妥)
dt

(6･1)

==E
であり,周期 Tの安定な極限周期解X.(i+T)-毛 (i)をもっとする｡これが摂動を受け,

-･--一斗

豊 エア(i)+ eア(i) (6･1)′
→

とな-た状況を考える｡非摂動系Goldstoneモード7.-等 が存在するためにphasedyna-

micsが適用でき,摂動解を

-一 -･一斗x(i)-x｡(@(i))十才(@(i) )
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動的縮約の構造

旦旦=1十の(拍 ))df
ただし ¢(i)… t+¢(i)

とおく｡

新 しく導入したn十 1個の微小量才(¢),fl(¢)は,i--で¢のT一周期関数 となることが

結果的にわかる｡つまりtに代って6(i)でパラメトライズすると周期的な妥(め)が得られるわ

けだ｡

(a)非摂動系 (b)摂動系

Fig･3

=E
1つの過剰な変数に対 して,分離条件を課さねばならない｡それで初めてXo上以外の状態

点に対する位相 ¢が定義され,換言すれば余次元 1の等位相面が定義されることになる｡ 1つ

の有用な方法として,従来しばしばisochronを考えた｡いわばこれは,非摂動系に対して周

期 T毎のsnap shotをとって得られる安定多様体に相当し,最低次に限定して考えるときには

よいのだが,一般の摂動展開には線形固有空間を考える方が遥かに便利だろう｡そこで,非摂

動系をか 周 りで線型化 した演算子 持 )-晋 をとり,その固有関数系で考えることに

するoこのときLはr-周期的であるためFloquetの定理から(ま -L)7-0の解は一般に

7(i)-S(i)eAt才 (o)

ただし S(i+T)-S(i),S(0)- I

という形で与えられる｡これはより直観的には次のように表現できる0T一周期的なS~1(i)を用

いた相似変換によ-て意-L(i)をま -A-Sll(孟 -L)S-言 (i)&､S~17-変換するこ

とで,(っまり常に¢(i -0)=0-引戻すことで )時間に依存 しないAの固有関数問題に帰

着できるわけであるoAの (右)固有関数系をi?lilとおき,対応する固有値 tlz)lは非縮退と

する｡̀軌道の接線方向の固有ベクトル70-普 ItJ こ対応して )0-0であ｡,if 0に対し

ては,毛 の安定性よりReス∠<0である｡このとき,(?i)l*｡が張る余次元 1の空間を等位相
→

空間と定義しよう｡これは軌道上の点Ⅹo(め-0)においてisochronに接する安定固有空間で
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ある｡軌道上の任意の点嘉 (め)で定義するには再びS(♂)で逆変換すればよく,一般に嘉｡(め)

における等位相空間として tS(♂)ち ilt｡が張る空間をとる｡

以上のような等位相空間の定義は,(6･2)の展開形の分離法として才が位相のズレを含まな

いという条件 を,直交条件 ;

(?.'S-1(Q),言(¢))-(2㌢,S~1(め)才(♂))

-0

として書き下すことと等価である｡よって,

S-1(Q)7(め)-l雪｡pz(Q)?i

とおこう｡

(6･2)を(6･1)′-代入 し最低次で

(告-L)7(め)ニ ーns(¢)70十Eア(io(め))

を得る｡点io(o)で考えると便利なので左からS-1を乗 じ

差｡(志 -lz )pl(@)? i H 0770十 ES~1(6)f(妥o(め))

まず可解条件は,これと?.'との内積をとり,

fl-A.(め)≡e(?.'S~1(¢)ア (毛 (♂)))0

よって最低次の運動方程式は,

坐 =1･+bo(♂)df

(6･3)

(6･3)′

(6･4)0

(6･5a)

次にpl(¢)を解 くには(6･4)式と?i+との内積をとって得 られる線型常微分方程式 ;

(蕊 -1i)pz(6)- bl(6)

… e(?l'S~1(め)ア(io(♂)))

を解いて

p l (@)- ｡鴇 ∠(o)日 .㌔ d ejz ¢̀~¢′'招 ′)
(6･5b)

==芸コ
となるoX｡の安定性及び 項 ¢)のT一周期性により,pz(♂)(こよって言(♂)は ¢--でr一周期
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関数-漸近する｡以下任意の次数で7(め),fl(め)が漸近的に周期的になることは,帰納的に明

らかであろう｡

§7 複数の振動子間の相互作用

§§7-1. 2個の結合振動子系
････････斗 ー

共に,安定な極限周期軌道をもつ 2つの僅かに異る力学系Ⅹ1,x2が,弱 く相互作用してい

る状況を考えよう;
→

dXi → ,→
-Fi(Xi)df 十才(克,考 )

→→ →→ →
…宕(毛)+∂Fi(Xi)+V(Xi,Xj)

(i,j)-(1,2),(2,1)以下同じ

このとき,両者の差異及び相互作用を共に摂動として扱い,

=E ==】

毛 (毛 ,ち )…∂Fi(Xi)十才(毛 ,ij)

とする｡以下の表式は前節と同じものを用いることにし,展開形 ;

==‡コ =E
xi(i)-X｡(¢i)+7i(Qi,Q,･)

d¢i

- -1+t2i(Qi,Q,･)d≠

ただし ¢i≡t+¢i(i)

に対して,分離条件;

S-1(¢i)7i(Qi,Q,I)-lE.Oil(68,4,I)完

を課す｡最低次では,

l!.(孟 十% 2-スZ)pil'6両 ,･)完

--fliI.+S-1(¢i)jli(io(QL),io(Q,I))

より,

d¢i
- =1+ n id≠

-1+∂wi(¢乙)十 G(Qi,Q,･)
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ただし ∂a'i(¢i)-(70',S-1(¢L)∂fi(i.(¢i)))

G(Qi再,)-(7㌢,S-1(¢i)ア(io(Qi),io(6,･)))

となる.ここで ∂a,a,Gはいずれも引数について T-周期的であり,また¢乙は1周期内で殆ど

変化 しないことを利用して,更にnearidentitytransformation を行おう｡これは,変数変

換後の方程式が定数係数 となるよう新な変数を選ぶのである｡ 変換後得られる上記の係数は,

単純な時間平均で正しく与えられることがわかる｡即ち,

･wi≡去I.Td叫 (H Pi),Wi- 1･ ∂wi

r(¢i 一 g,.)-享J.TdtG(t･少と,t十 Qj)

を用いて,

d¢i

甘｢ - a ,i+Il(bi- 6 , - )

が得 られる｡一般に多数個の振動子系に対しても全く同様に

=G'α+p:蕊 1｡dI'qO(¢a-¢p)

(7･5a)/

となることは明らかだろう｡このようにして,振動子多体系の-模型が得られる｡

§§ 1-2.外部雑音を含む場合

前小節では,振動子ごとのばらつきを考えたが,今度は各振動子が独立に受ける外部雑音を

摂動として考える｡再び2個の結合系をとり,
=E

dXi
dと

→---◆
-宕(克)+fi(Xi,i)+i7(毛,考)O

→
雑音の統計的性質は全振動子で同じものとし,一般性を失わず<fi>乙-0とおく.この場合,

d¢i

言㌻= 1+G(打 ち･)+gi(拓 t･)

ただし 9乙(畑 i)-GJ,S-1(¢乙)78(柔 (¢L),i))

となり, 2変数の連立 Langevin方程式が得られるわけである｡ これの単純な時間平均はでき

ないが,特に9乙がGaussian白色雑音 ;

<9乙(¢L ,i)>-O,
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<gi(¢i,i)gj(@]･,i)>-2D(Qi)∂ゎ･∂(i-t′)

の場合には以下のような取 り扱いができる.即ち,上式を確率分布関数 p(¢1,¢2,i)に対す

るFokker-Plank方程式に書き換え,

(

2∂Zi

豊 ニーも写1両 一

･i- {1+G(Qi,Qj)弓 等 ,p-竜 [D(Qi" ] ,

或いは,Q(¢1,¢2,i)≡P(i+¢1,i+¢12,i)に対 して,

i

28Ji

99--- も!1両∂≠

Ji-tG(叫 i,t十g,)･!
dD(i+¢i)､ー ∂

)(i)
∂¢i JY ∂¢i

lD(i+¢i)Q]

となる｡ここではQの時間変化が緩慢であり,G,Dの周期 Tの間はほぼ一定なので先と同様の

平均操作による簡略化を行い,

r(Qi-Q,･)- 享 I.TdtGi(汁 ¢i,t･Qj)

D-享J.TdlD(汁 Qi)

を用いて,

Ji- F(Qi- ち )Q-D器

を得る｡再びこれを力学変数 ¢iに対するLangevin方短式で表現すると,

･l(･'17

- -ll(¢i-4'j)+ gi(i)d≠

ただし 9乙(i)-fJoTdQgi(6,と)

となる｡一般に多数個の場合も,同様の表式で与えられる｡

§8 振動媒質

次は,離散的な振動子系でなく連続系を考えよう｡これは反応拡散系

.-一一一ヽ
dX -う→

訂 -F(X)+DV2貢
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==コ

において,空間-様な時間周期解 Ⅹo(≠)に,拡散 を摂動的に考慮することに相当する｡この場

合,展開形 ;

(8･2)

ただし ¢(宕 i)≡ t+¢(宕 t)

の微小量7,flは,¢及びその任意階数の空間微分 vk¢の汎関数 として求めることになる｡こ

れら全ての局所量を考えることは,換言すればある時刻 tにおける位相 ¢(7,i)の全空間構造

の汎関数 と見倣すことである｡分離条件を

S -1(6 )7 -l雪 ｡ pl(Q, VQ,V 2¢,･･･)ち

と置き,最低次の運動方程式は,

通史 = yv2¢+p(押 )2
d≠

ただし 〝…(?㌔,S-1Ds?.)

p ≡ (TJo', s ID器 ? . )

(8･3)

(8･5a)

とBurgers型で求まることがわかる｡但 し定数係数で与えられるように,この変数 卯まnear-

identitytransformationにより元の¢及び V4,,V2少,-･の汎関数 として与えられるもので

ある｡

ところが拡散係数 L/が負の微小量になると,(8･5a)式 では解 は不安定性の結果発散 してし

まう｡物理的現実に即 した方程式を得 るには,摂動 を押さえる効果 として,摂動展開の次の次

数で出てくる負係数の項が本質的に重要になる｡そのような4階の空間微分項及び既出の拡散

項 ･非線型項が全て釣 り合 う場合に,特徴的な時空間及び位相のスケールを求めると,それぞ

れ

tc～回-2, rc～ly｢V2, ¢ C ～吊

となる｡これ らを用いてスケールし直した変数 ;

_-_∫
T…t/t｡,ア≡7/rc,¢｡≡ 4'/¢C

を定義 し方程式を書き下すと,上記 3項のみがスケール不変であり, 〟- 0で有限に残る｡以
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上の考察の結果,位相乱流を記述する次の方程式が得られることになる;

∂才
一 --V碁石+(V-す)2-V言古o∂T Ip''-'̀∫

§9 Wavefrontdynamics
→

一次元では,一定速度 C で安定に伝播するキンク解 (或いはパルス解 )xo(x-ci)をもつ

反応拡散系に対 して,2次元性,即ち付加的次元 y-の弱い依存性を摂動として導入するとど

うなるだろうか｡これによりγ軸方向の直線から微小歪んだwavefront解 (或いはパルス解 )

を求めることになる｡ここで,frontの位置を示す ¢は一過性である｡

展開形を

→

x(x,γ,i)-貢｡(Q(-,γ,i)+言(め,∂,少,∂…¢,･･･))

壁 -fl(∂y少,∂y2少,-･)d∠

ただし ¢(.T,y,i)-a-ct-¢(y,i)

と置き,分離条件として

GJ,7)…上≡d¢?.'(¢)7(め,∂,中,∂律 ,･-)

-0

(9･2)

(9･3)

-う
を課す｡ここで t?i)lは,非摂動系をX｡で線型化 して得 られる演算子 ;

L(Q昔 霊 )-意 f(io(¢))+ci ･D旦d¢2

の(右)固有関数系である｡離散固有値をとるための要請 として,lQI-∞ で0になる摂動のみ

を考えることにし,更に非縮退を仮定する｡最低次で

L7 --nI.･D{8,2蟻 -(∂,¢'2霊 }
(9･4)

が得 られ,この可解条件が運動方程式 ;

坐 -fl=y∂2y巨 p(8y¢)2

dt ただし y-(?.I,D?.),〟-(?.I,D急

を与える｡拡散係数 〝が負になる場合には(実際piecewiselinearBonhoeffervander
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Polモデルで見られるが)展開を次まで進め,4階微分項-∂y4¢を取 り出さねばならないの

は前節同様である｡

以下の2つの系は共に,Goldstoneモー ド以外に中立安定な波形の歪みが存在し, しかもそ

れが非摂動線型系のproperな固有関数ではないために,Goldstoneモー ドと直交せず,寧ろ

それ-と変換されて滑 りを生じる摂動として働 く例である｡この歪みの由来は,§10では系の

分岐による自発的変形であり,§11では他の波の存在によって与えられる接続条件である｡

§10 波形の自発的変形による滑りの発生

系が連続対称性を破った非摂動解を持ち,Goldstoneモー ドが既に存在したとする｡Phase-

dynamicsが適用可能なこの状況下で,何 らかの分岐パ ラメータが変化 したために,臨界モー

ドという新たな中立モー ドが生 じ非摂動解が自発的に変形 したとしよう｡分岐点で生 じた0固

有値の二重縮退は, どのような現象を引起こすだろうか｡このような問題にも今までのPhase-

dynamicsの枠組みをそのまま適用できるのである｡
→

具体的には,これまでも度々用いた一次元反応拡散系を考え,空間の1-周期的定在波解 Xo

が存在したとする60)今,非摂動系の線型演算子Lが分岐パラメータpを含むものとしよう｡p-

依存性は反応 ･拡散何れの項にも起因しうるが,ここでは反応項に付与しておく｡ 即ち,

d→→
L…言 Fp(Xo)+Daf｡

JVVL ､
(a)非摂動系 (b)摂動系

Fig･4

=E

Goldstoneモ- 電 一望 は〟に依らずLの0固有関数だが,8 - p-pc-0における分岐

で1つの臨界モー ド7 1が0固有値をとることを考える｡そこで,

Lo-孟 毛C(fo'+D∂三
L-I,o+ EIJl

と定義し,Loの(右)固有関数系 に /).,･のうちGoldstoneモーードを竜 ,臨界モー ドを71とす
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動的縮約の構造

る｡対応する固有値は,

10′- ll-0

Re}l<0, Z≠0,1

である｡

ところで上Oが自己随伴でなければ,縮退 した固有値をもつ上Oは必ずしも対角化可能でなく,

Jordan標準形でしか書けないことが,物理的にはかなり一般的状況 として考えられる｡つま

り0固有値のJordan細胞が [86]とな｡,それに対応 してproperな固有ベクトルは自明な

?.-[去]のみで,それと独立な右 は位数 2の広義固有ベクトル71-[2]とな-ているわ

けだ｡即ち,

L.i.-0,L.71-I.0

この第 2式が正に,臨界モー ドによる歪み71が7.に変換され,波形の滑 りを生 じることを示

しているのである｡また,L.adEo'-0,IJ.ad?.'-IJにより定義された?.J~,71'を用いて,規

格化 ;

(7㌢,?o)-(?1',71)-0

(7㌢,71)-(?1㌦ ?.)-1

ができる｡

→
x｡の波形が鏡像対象な場合には,これを偶関数にとることで,?i,宕ト(i-0,1)は全て奇

関数 となり表式が簡単化される｡最後の表式 (10 ｡5b)はこの場合のものである｡

展開形として

⊆=岩 ≡E
x(a,i)-x｡(め)+W7 1(¢)+言(め,W)

LW=A(W)
dt

坐 =f2(W)
dt

ただし ¢(x,i)-3-4'(i)

(10･2)

をとる｡簡単化のため¢のx-依存性は考えず,また波形の歪みは¢について}一周期的なもの

に限ることにする｡x方向の並進対称性を考慮し,A,f2はWのみの汎関数 とした｡

分離条件としては,言が並進運動成分も臨界モー ド成分も含まない;
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(?1'(@),才(め))-(?.I(Q),7(¢))-0

或いは,

7(め)-liz:0,1 Pl(W)?i(め)-0
(10･3)

とする｡この場合波形の歪みは,本質的な役割 りを果たす第 2の中立モー ドを含んでいるため,

それとそれ以外の部分に更に分離するのが自然なのである｡

(10･2)の展開形を代入すると,

1 17.+A7 1 -W? .+eWLl71+LOフ

+W苧M:7171+2WM:71才+W3N:71?lil

(1LLi

十nW百 十 嬬 - Ai十(高次項 )

ただし M- 吉 富 fpc(貢o),N- ま d蔀 C(io,o

(10･4)

ここでは,臨界モー ドの振幅Wが微小量であり,言は更に高次の微小量になることを見越 して

評価 している｡(10･4)に対 して,まず71'との内積 をとると,分離条件 (10･3)より最低次で

坐 =f2=_W
df

次に7㌔との内積をとると,同じく

些 = A
dt

= ew(7㌢,LlIl)+2W(7才,M:717)

･W3(?.I,N:･;17171,-W(i.･,i )

(10･5a)

(10･5b)

が得られる｡ただしここで (10･5a)及び前述の偶奇性 を用いた｡§3でも見られたように,臨

界モー ドの振幅に対するこの運動方程式には波形歪み才が関与 しているため,同時に了も解か

ねばならない｡そこで (10･4)より最低次で求め,(10･3)と合わせると,

- I-.7 -W2 (M ‥7 11声 音 )

… 二 tZ:0,1初 (W)7Z(@)
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pl(W)ニーIilw 2{(?l･,M :7171ト (?i+,岳 }

… -α∠･『2

よって,

7(め,W)=-1*2:0,1αlIl(b)･W2

と書き下せる｡これを代入することで最終的に

dW
- I EqW一gW3d≠

ただし o-(?o',Ll?1)

9-l*:.,1alt2(?.I,M:717l)瑞 ,卦

-(7㌢,N:?17171)

(10･5b)/

となり,通常の小振幅方程式の表式が得られる｡また両式より,滑 り速度は¢･-ey2であると

わかる｡

§11パルス間相互作用

最後の例として,局在 したGoldstoneモー ド間の相互作用を考えよう｡

ここでも一次元反応拡散系を例にとり,パルス間の相互作用を扱 う｡パ ルス列の相互作用に
==≡】

対する1つのアプローチは,完全な空間周期解をⅩOにとり,それから僅かに変形 した状況を

phasedynamicsで記述することである7.)っまり展開形として

貢(a,i)-毛(Q(a,i))+了(め,∂x¢,∂三P,･-)

要 一-fl(axO,∂三¢,･･･)d≠

ただし ¢(.T,i)-x-ci-¢(x,i)

をとるわけで,その結果

d¢
- =α∂x¢+レ∂三や+p(axLL4,)2d≠

が得られることは,ここまでの各節より容易にわかるだろう｡これはランダムなパルス列の整
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列過程の実験8)に動機付けられたものだが,相補的なアプローチとして, 2つの独立なパルス

から出発 しその相互作用を摂動的に扱 うことも考えられるだろう｡以下ではその立場でphase-

dynamicsを展開する｡

へeJLtg

(b)非摂動系

(パル ス1のみ)

Ⅳ成分系 ;

==岩コ

墜 エア(i)+D aB妥∂≠

(C)摂動系

Fig･5

(11･1)

=E
において,そのうちn成分の拡散係数が0でないとする.これが一様定常解 X-0及び一定速

度のパルス解毛(.r-ct)を共に安定解 として持っ場合を考える｡動座標系 Z-a-ctをとる
--う

のが便利だが,パルスは Izl-…でX0- 0とする｡このとき,lzl-- での漸近的波形 は,
⊆⊆岩】

(11･1)を定常解 Ⅹ -0の周 りで線型化 して得 られる固有値問題の解で与えられる｡即ち,〟

+n次方程式 ;

3(α)≡
吉 f(鵜 三｡-Cα1･α2車 o

の正 ･負の根 をそれぞれ

α=α1,α2, , αJ>0

-Pl,P2, , JC,n<0

ただし Z+TTL-N十n

==i】
とお くと,Xo(Z)の漸近形はこれらの線形結合で表わされる｡
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x｡(I)～i皇die~αiZ (Z--)

→

～iBli ieTPiZ (Z一 一-)

次に,線型演算子 上(Z,石 ,蓋 )霊 .7(io)+C去 +DS tま- の0固有関数

d
→

I.(Z)-砦 を持ち,パルス解の安定性よりRell<0,l≠0であるoこのように,lzト -

で7- 0となる波形歪み了の範囲内では,0固有値は縮退せず孤立 している｡ところが,無限

遠方で発散するある歪み7153:,?.以外の中立モー ドであり,しかもL71-竜 となることが

以下の議論から示される｡

パルス1に注目し,十分遠方にパルス2が存在するときのdynamicsを求めることにする(図

5)｡展開形を

t i; Z'=t; (iQOl'(;;;'ot2'('t,7 1'{'Ql't''雛 )) (11･2)

た だ し ((Z,i)- Z-¢1(i)

と置くが,ここでは71はLの固有空間にはないので分離条件が課 し難い｡ ¢1,2は何 らかの意

味でパルス位置を指定する量とし,例えばpeak位置の座標 としておこう｡これを代入し,最

低次で

-n lI0((,- L((,意 ,芝 )71((,Ql,¢2, (11･3)

が得られるOこの式からf21,71を決定する際にも,この場合は通常の可解条件を課すことが

できない｡ところが,波形の歪み71はパルス2の存在によることを考えれば,(一一-での

71の漸近形はパルス2の非摂動解 (最低次で)と一致せねばならない.この接続条件より

71(I,¢1,少2)- i41右 ~(I-¢2) (- --)

-窮 e-aL町 4'2'e-ail

=E
における振幅Aiが決定される｡そこで (11･3)と 7㌢ の 内積をとると,

dゅll

d∠-fllI-(?o',L71)

--(上adI.･,71ト [C-u･.･宕 - 耳 芝 一票 71']{-I_∞
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-二il(C?.･e-ail-D(?.･ai+普 )e- ail)

×dieーα乙(g 1- m2) (11･5a)

と求められる｡歪み71が局在せず (- --で発散するために,部分積分の結果(--からの

寄与が有限値をとり(7㌢,Lil)≠(Lad?.',771)-0となるのである｡ このように,最低次

の運動方程式は71の漸近形の振幅のみで与えられ,振幅に比例 した速度が得られることがわ

かる｡パルス2についても同様の取扱いをすることで,¢1,¢2に対する連立常微分方程式が

与えられる｡

PhasedynamicsにはGoldstoneモー ドの存在が本質的である｡従来の多くの例では空間的

に広がったGoldstoneモードを考えたが,局在したものも全 く同様に扱 うことができる｡それ

故,所謂topologicaldefectのdynamicsにも有効な手段 となりうるのである0
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