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要 旨

最近の磁場中水素原子に対する光吸収実験1)によれば,イオン化しきい値附近に数値の準ラ

ンダウ共鳴線が認められ,これは磁場方向 (Z-)軸を切る回数によって分類される周期的軌道

･量子準位-の光励起である｡これに関する簡単なモデルは,2自由度非分離ノ､ミルトニアン

H-喜(pS･pz2)十宝p2-

の適当な近似 (
､′打
-古)である調和振動子と1次元ケプラー運動とのなす2次元周

期運動 として理解 される2.) (これらの軌道はp-0から出発しLrI～102aBの軌道を画い

て再び r-0に回帰するという意味でrecurrent軌道と名付けられている)この事実は典型的

な量子カオスである反磁性ケプラー運動のイオン化近傍不規則準位中に周期軌道による規則性

が含まれていることを示している｡ この規則性が Runge-LenzベクトルのZ一成分･Az-const.

として表される可能性を示し,これに基く量子化のモデルを議論する｡

§1 実験事実

一様磁場中でのリドバーグ原子エネルギースペクトルは,以前から知られている｡それによ

れば,エネルギースペクトルはイオン化エネルギー附近でほぼ等間隔にならび,サイクロトロ
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ン振動数をa,Cとして

AE-i方伽｡ (1)

であり,準ランダウ共鳴 (Garton-Tomkinsline)と呼ばれている3.)最近なされた磁場中で

の水素原子の実験1)によっても,この準ランダウ共鳴は確認されている｡準ランダウ共鳴は電

子が磁場に垂直な Z -0平面内で運動するとして説明づけられる｡

しかしながら,水素原子による実験ではこれ以外の共鳴が存在していることが示された｡こ

の共鳴は励起された電子がZ-0平面内ではなく, 3次元的な運動をするためであることが明

瞭となってきた｡実験では,水素原子

はレーザーにより2段階に励起された｡

即ち,

H(ls,7ng-0)+vuv-

H(2p,7n_i)+uv-H*(7nf)

この時,得られたスペクトルを図1(a)

に示す｡このスペクトルは磁気量子数

771f-0,磁場の強さB-5.96T,分

解能-1.5GHzのもとで得られたもの

である｡図1(a)よりわかるように,ス

ペクトルはカオス的であり,準ランダ

ウ共鳴や規則性がないように見える｡

しかしスペクトルをフーリエ変換して

時間領域で見ると,共鳴がはっきりと

わかる｡フーリエ変換された時間領域

でのスペクトルは図1㈲に示してある｡

時間はサイクロトロン周期 Tc-27C/wc

-6.0×10~12S で規格化 してあり,

顕著な共鳴には,実線の丸印と星印が

付けられている｡
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図1(d B-5.96Tにおける水素庶子の励起 ･イ

オン化スペクトルoEp:linearZeeman

shift,EIP: L andauzeroIPOlnt
energy (b) エネルギースペクトル(a)を

時間領域にフーリエ変換 して得たスペク

トル｡ (文献 2)

図 10)を見ると④と④,④と㊥の時間々隔はどちらも嘩ぼサイクロトロン周期 Tcである｡

即ち,
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T 冒Ⅹ- T …Ⅹ= T gⅩ一丁言x= Tc

である｡この関係より時間領域では時間々隔がほぼ_Tcで共鳴が起っているように見える｡こ

れから予測される共鳴の場所が破線の丸印で示されている｡この等間隔で起っている共鳴を"y-

type〝と呼ぶことにするO以下ではこの y otype,の共鳴のみを考える. これら共鳴のおこ

る時間T;Xを次のように現象論的に書き改める｡即ち,

T;Ⅹ-(y-∂…Ⅹ)Tc (2)

･は図1(a)中にある番号1,2,-,であり,∂…Xはそれぞれの共鳴に対しての〃からの補正を

表し,a;Ⅹ=0.3-0.4である｡この規則に従わない共鳴は図1(b)中に星印で示されている｡

関係式 AE-27C方/Tを用いれば式(2)の時間領域で得られた共鳴は周波数領域で

Ae…Ⅹ-(y-♂;Ⅹ)~1芳a,C (3)

のように表される｡Ae;Xはあるy-typeの隣り合 う共鳴エネルギー間隔を表している｡y-

1はまさにGarton-Tomkinslineである｡

§2 Recurrent軌道の近似的取り扱い

以下の議論は文献 1,2およびわれわれの補足的計算に基づいている｡〟-typeの共鳴は

Z.ー0も06 E王0

53▲ 2ー① .(a)

zxー03QO⑦6 ⑤5.▲321 E主o(b)

図2 数値積分によるE-0での電子の recurrent軌道 (文献1)
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電子の周期的古典軌道により説明される｡系のハミル トニアンは円柱座標 (〟,Z,め)を用い

て

1

H-喜(pS･Lz2/p2･pz2)･!γLz･去γ2p2-(p2十Z2)2

γ-β/2.35･105T(a.u.)

(4)

で与えられる｡角運動量 Lzは保存するから¢方向の運動は分離する.(p,I)の運動は上の

ハミル トニアンから得られる運動方程式を数値積分して求まる｡電子の1つの閉軌道が時間領

域の1つの共鳴に対応していろと仮定す争｡電子は 2p状態から励起されるので,pとZとの

初期値を0として,原点から出発■して原点にもどってくる閉軌道を探す.エネルギーEと最初

の運動方向0は freeparameterである｡得られた解は最初の角度 o(E)と周期 (原点までもど

ってくる時間)Tth(E)で特徴づけられる.数値的に求まった軌道は一般に非周期的なもの,Z一

方向とβ一方向の周期比が有理数であるリサージュ図形的なものが含まれる｡特にZ一方向の

一周期に対しp一方向の整数回の周期運動により原点に戻る軌道がrecurrent軌道であり,こ

の軌道のE-0での周期が実験で得られたリーtyPeの共鳴時間と一致している.したがってこ

の recurrent軌道が L, -type共鳴に対応 していると考えられる.E-0でのrecurrent軌道

を図2に示す｡

今,得られたL/-typeの･recurrent軌道をEinstein,Brillouin,Kellerの量子化条件に従

って量子化し,これを用いてそれぞれの軌道に対する量子数 7L,エネルギーE,磁場の強さγ

の間の関係を求める｡分離できない系に対する Einstein,Brillouin,Kellerの量子化条件

は,今の場合次のように与えられる｡

去l(ppdp十pzdz)-n (5)

積分は古典閉軌道にそって行なう｡ハミル トニ

アン(4)には次のようなスケール則が成 り立って

いる｡即ち,次のようにスケール変換すると

1

7-r2/3p gp -, 3pp

1

㌻ -γ2/3z gz-γ3pz (6)

1′ヽ■′

Lz-T3Lz
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ハミル トニアンHは

H= γ2/3言
1

′■■′ ′■l■′ ~I

H～-喜(第 十I z2/72十g2Z)･!rz十喜 72-(p2十Z2)2

となる｡このスケール変換により式(5)は,

1
n u ｣こ=l L･=ウ
去f(ppdp･pzdz)-nγ亨

(7)

(8)

2′■l■′
となり,式(8)の左辺はスケール変換されたェネルギーE-Eγ3だけに依存しているOしたが

って(8)式はそれぞれの閉軌道に対して

1 2

n r言- f (E γ 3)
(9)

と表現でき,n,E,γの関係が求まる.数値積分した結果は図3に示してあるO

数値積分より求まったリーtype の recurrent軌道は,/ベ ルトニアンを次のように近似

することで近似的に求まる｡即ち,

(4)式のハミル トニアンで最後の項

のβ依存性を落して,

H-喜(pB･pz2)十吉 γ2p2
1
lzl

(10)

とする｡ただし,角運動量 上Z=0

とした｡このノ､ミ/レトニアンは調

和振動子と一次元 Kepler運動

に分離する｡従って,

Hp-喜pS･吉γ2p2-Ep
ill)

Hz-喜p z2-Ti -Ez

を初期条件 p(0)-Z(0)-0で解け

ばよく,その解は

ミ刈｡lao き*tb'Q.

2 2 pxIJq.

図4 リ ーtype軌道に対する近似解によって求ま

るE=0での軌道(われわれによる計算結果)

-457-



研究会報告

P-P.sin(% )
(12)

Z- I.sin2号 t- (音)3/2(p-si咋 )

ここでp｡-2ヤ巧布/γ,i. - -1/Ezである｡それぞれの運動に対する作用は今の場合

np - 去Jp,_｡p pdp -言po2-Ep/γ
1

nz-去Jz≧.pzdz- (音)1/2 -(-2射 2

である｡p方向の運動がp -0から出発してp-0にもどってくるまでの時間 Tpは

Tp-276/r-Tc (14)

Z方向の運動が Z -0から出発してZ-0にも

どってくるまでの時間 ㌔ は

･Z-2打(普)1/2-2打nz3 u5)

である｡軌道が閉軌道であるためには,

/･Tc-Tn･Tz i,7n= 1,2,-･ (16)

(13)

であればよい｡これらの閉軌道の中か ら y- レ_ a

-typeの recurrent軌道に対応するものは

㌔ - 〝｡-㌔ (調和振動の全周期 )

(17)

となる軌道群である｡(17)の関係は(14),個 を用い

て

n3-I//γ二 (18)

ーJ

となる.(13),(18)を用いて(12)を書き改めると,ソー

typeの共鳴に対応する軌道は次のようになる｡

p-旦〔ZE十(〟/r)2/3〕1/2sin(吉i)γ
-458-

図5 (∂ 数値積分によって得 られた〝-2の

軌道のエネルギー依存性.〝｡はE-0で

の軌道でありエネルギーを5cIが 1っっか

えた軌道が画かれている｡ (文献 2)

(b)近似解より求まる軌道のエネルギー依

存性｡エネルギーを10cm11づっかえた

軌道が画かれている｡(われわれの結果 )



Z-2(〟/γ)2/3sin2号 t-y/r(p-si咋 )

｢非可積分系の量子力学｣

(19)

E-0の時のy-2,3,･･･,7に対する軌道を図4に示す.また, 図5はり-2 の場合の異な

るエネルギーに対する軌道群を数値積分に基くものと,上の近似によるものとの比較である｡

リー･tyPe の共鳴に対応する近似解の全作用nは(13),(18)を用いて

a-ynp十 nz-yγ-1Ep十nz

-yγ-1E十毒 十nz-yrlE･号(f,1′3

(20)

となり,式(20)はE,γ,nの関係を与えているが実際の関係ではない｡ハミル トニアン(4)で最後

の項からβ依存性を落したので,β方向の周期は実際もっと短い｡このことを現象論的に取り

入れるためにTp-(リー∂リ)Tcとする｡したがって式(20)でVをy-∂γでおきかえてやれば,E,

γ,Bの間の関係が analyticに求まり

1 2 1

n γ3- (y-∂y)Eγ -百十 号 (y- ∂y ) 3

または

n2E-n3γ/(y-∂y)

一号(n31/(y-∂y))2/3 (22)

となる｡ ∂Vは関係式蝕 (22)が実際の関係(9)
を最もよく表すように決められる｡決定した

値は表1に示してある.こうして求まった∂V

は実験より得られた ∂eyXとほぼ一致する｡式

但銅 らゝ得られる n2Eとn3γの関係と実際に

正確な計算から得られた関係を図6に示す｡

実線が正確な計算によるもので,点線は式(22)

n2E
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0.5

0

-0.5

廻HE

一 ■1 2 ■ I I
3
4

5

6

0 5 10 15 20 25 30

n3r

図6 n2E と n3γの関係 :実線は実際の数
値積分より求まったものであり,点線

は,式(22)による関係を示しているO

(文献2)

より得る関係を示している｡また(21)より得られるエネルギー間隔は

Aey- 壁 -(y-∂y)-1青むcdn

となり実験から得られるものと一致する｡
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§5 倍周期 欠̀損数 'に対する一つのモデル

前節で示 した recurrent軌道-の近似 (

条件は
(.I)-'+==～古 )から得られる 〝-タイプ共鳴

I n_γ1/3-レEr-2/3十iy1/3
又は

であるが,実験を行った Bielefeldの人たちは彼らのデータがこの条件式において,次のよう

な置き換え(欠損数 ∂γの現象論的導入 )

2次元調和振動周期
〝 =

1次元ケプラー周期
→ L/-∂y

によりすべてうまく説明できることを示 した｡第 1表に〃-1,2,-,7に対 し∂〃の計算値

(数値積分された軌道のEBK量子化から得られるAeyを近似式 1に合わせるフイット) と

実験値との比較を示す｡ AE少の逆数であるT£h/Tcが整数値Vからのはずれを示している｡

第 1 表

〟
A62 Aeリ

EBK fit ♂;冗 faiyt Tth/Tc

1

2

3

4

5

6

7

1.50 1.50 0.34 0.67

0.64 0.66

0.39 0.39

0.28 0.28

0.22 0.22

0.18 0.18

0.15 0.15

0.43 0.48 1.57

0.42 0.45 2.58

0.40 0.43 3.59

0.38 0.41 4.60

0.39 0.39 5.61

0.34 0.38 6.62

(文献2より)

〟:共鳴タイプ

(i,-1は Galton-Tomkinsline)

AE2:数値積分軌道の量子化より得られた

E-0でのSPaCing

Aey(fit):近似式 (y-∂y)~1万a,C

a;Ⅹ:E-0での〃-タイプ実験値

∂y(fit):ベス ト･フイットを与える ∂y

従って,理論的立場からはこの欠損数を合理的に導くモデルが問われているわけである｡以下

にその一つの可能性を議論する｡

共鳴条件式 Ⅰはp-平面上のL,回の振動が Z-軸の運動から独立であるとして得たものであ

るからこれに対する補正が必要である｡その補正を次のように行 う｡

A)y一回の振動に対する作用積分に対し,原点 (p-0,I-o)にもっとも近い最初の一回
をクーロン効果を取り入れて行い,残 りのリー1回を上と同じ近似

-460-
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従って行う｡

⑱ クーロン効果を取り入れた作用積分を実行する場合,ケプラー運動に固有なレンツ･ベク

トルの Z一成分が運動の定数であると仮定する｡

この仮定⑱については説明が必要であるが,詳細は文献4に譲る｡レンツ･ベクトルA-vX

(rxv)-Lを用いて古典ケプラー運動の近似積分を作 り反磁性ケプラー運動を量子化するこr

とは弱磁場領域において成功している｡その結果,正確な二次ゼ-マン･スペクトルの定式化

と数値結果が得られている喜)E～0附近のカオティツク･スペクトルに対してはこれもそのま

までは役に立たないのであるが,recurrent軌道群に対してレンツ･ベクトルの Z-成分が近

似的保存量になっているのではないか,というのがここでのスペキュレーションである｡

以上の㈲㊤を仮定すると,作用積分 (ここではnをJと書く)とEとの関係を簡単化したl

式は

Jl l/3- (y- 1)E r-2/3十 Jlγ1/3月 ( Jz γ 1/3十 A )十 Jzγ 1/3 (22)

のように変更される.(22)右辺のJlγ1/3は第一回目の振動に対するクーロン補正の入った作用

積分を意味し,同じく右辺下段の式はそのためのZ一方向の運動に関する作用積分補正である｡

Jl とAの定式化の詳細は省略するが,これより ｢欠損数｣の入った周期 Ty(サイクロトロ

ン周期 Tcを単位とし,E-0を考える)の式

･V-y-1十(2Qv'(1)弓oy(1)) (¢′(a)-去¢･局) (23)

が得られる0第 1表の最後に引用した ｢欠損用 0･67,0･57,-･が 20V'(1),iOy(1)によ-
て与えられることになるのである｡すなわち

･y-- (ZQy,(1)弓 Oy(1° (24)

ここで¢(a)tまJlの計算に必要な一つの関数であるが,その変数 弘はエネルギーEk対応 して

tL- 1がE-0であることがわかっている｡また,め(a)はレンツ･ベクトルの Z成分をパラメ

タとして含み,そのパラメタを1(0≦1≦1)とすると1の異る値によりL/-1,2,･･･が定

められる:

め(a,i)-まJ.xo(p'(a,-,i)'PI x,a,i))dx

p-I(x,a,小 [去{a(x,a)±a(x,a)2-i,]1'2
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(積分はP++p-がxの二価関数の分枝が一点する点a-√丁まで行う｡) 数値積分の結見

沌 横軸に取-た¢(1,り および (2¢′弓 ¢)(1,吊 をプロットすることにより,∂Vが

0.3< 1<0.6の範囲でほぼ第 1表の値に相当して取れることがわかった.

以上のモデルの真疑性を確認するためには何よりもレンツ･ベクトルの近似的保存性を数値

積分軌道について直接確かめることが先決である｡
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3.､QuantalVersionofResonanceOverlapping

京大 ･理 戸 田 幹 人

京大･基研 池 田 研 介

Chirikov.によれば,位相空間で resonanceが重なる時に,大域的カオスが発生する｡こ

れに対応して,量子論で何が起こるかを次のノ､ミル トニアンをモデルに調べた｡

H-書十 VcosO+Vcos(♂-wZ) (1)

(1)による古典力学のストロボ写像を Fig.1に示す｡ここで resonanceの接近の程度を表わ

すパラメータ

.､≡･l再W (2)

を導入した｡Htま周期 T-筈 で周期的であるから,量子論において任意の波動関数 少の時間
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