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Supersymmetryとindex理論

§1,Supersymmetricな量子力学

相対論的場の理論においてさまざまな形のindex理論が現われるが,中でも最も自然で美しいものは超

対称 (supersymmetry)に関連したもののように思われる｡ここでは最 も簡単な場合,supersymmetric

な量子力学を例にとって議論してみよう｡

次の様な力学系を考える;まずsuperchargeと称する量 Ql,Q2を

Ql-土(Olp+02W(x)),Q2-三(02p-げ1W(x))2
(1)

で定義する〇pは運動量-i弦 ,61,02は Pauli行列,W(x)はXの任意の関数 としておく｡Ql,Q2

は2成分波動関数

･:I(xx,',

に働 く｡次にsuperchargeの反交換子 をとってハミルトニアンを定める

∂ijH-tQi,Qj)

1 dW

H-去(p2+W(x)2)ト も 6 3 7㌻2

(2)

(3)よ｡喜H-Q雪 -Q…の形をしているのでそのスペクトルEは零ないし正の値をとる,E≫Oo
超対称性をもつ系ではこのようにエネ/レギー固有値がいつも半正定値であるが,特にその基底状態,E

-Oのstatesに面白い現象がひそんでいる｡

E-0の状態を探すため,まず (4)の第2項を無視するとE-0の波動関数はW(Ⅹ)の零点のまわりに

集中する事がわかる｡そこでW(Ⅹ)をその零点 Xoのまわりで展開して

W(x)- i(x-xo)+-･

とする｡(5)の高次の項を無視 して(4)に代入すると

1

H-喜(p2+ ス2(x-x｡)2)+盲W o3〇

第1項は調和振動子,第2項は固有値±喜郎 をとるoLたが-てスペクトルは

En- 机 l(三 +n)±吉もl〇
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そこで雰エネルギーの波動関数は

ス> 0 (Of(x-xo))

k O (I(x- o))
0

(8)

(9)

I(Ⅹ)は調和振動子の基底状態の波動関数, 今,03をフェルミオン数を数えるオペレーターとみなし,03

-+1の状態はフェルミオン数 1,｡3--1の状態はフェルミオン数が零 (即わちボソニック)と思うと

ス>0の零エネルギー状態 (8)はbosonl<0の零エネルギー状態(9)はfermionとみなせる｡1図参照｡

図 1(a) 図 1(b)

今までの議論は近似計算だったが,零エネルギー状態の存在に関しては厳密な結果を導く事ができる｡

このためには波動方程式

Ql(4,)-o
P

をといて

(言 ('xx',,- exp(I.xdx′i w(x′)03)(言….o;)Ti

(10)

(ll)

ユH-Q苧なのでこの解は当然E-0を与える｡W(Ⅹ)がどのような条件をみたす時(ll)がnormaliza-2
bleな波動関数になるかを見てみる｡W(Ⅹ)が

1.fxlもで x2nのようにふるまう場合W(x)は偶数個の零点をもつがIxw(Ⅹ′)dx′～～ x2n'1となり03

の固有値±1いずれをとっても(ll)は規格化できず,acceptableな波動関数とはならない｡従ってこ

の場合零エネルギー状態は存在しない｡

2. lxlTiでW(x)が スx2n-1のようにふるまう場合W(x)は寄数個の零点をもつ｡Jxw(x′)dx′331x2n;

したが-てス,0なら(Op(Ⅹ))の形のbosonicな波動関数, ス<0なら(ど(x))の形のfer-ionicな
波動関数で規格化可能なものが存在する｡
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このように零エネルギー状態の存私 非存在はW(Ⅹ)のdetailによらずその漸近形にしかよらない｡今,

supersymmetryindex,通称Witten indexを

t,(-1)F (12)

で定義する｡ここでFは状態に含まれるフェルミオン数((4)のモデルでは03),trはハミル トニアンの全

固有状態についての和である｡(12)は実は

tr(-1)F-nB(E-0)- nF(E-0) (13)

となるoここで nB,nF(E-0)はbosonicな零エネルギー状態の数 とfermionicな零エネルギー状態

の数 を表わす｡(13)を出すには次のように考える｡今-ミルトニアンの零でない固有値 E≠0の固有状態

Ib>があったとする｡これにsuperchargeQ(Ql,Q2どちらでもよい｡めんどうなので1種類しかなか

ったとする)をほどこすと新 しい状態 If>が作られる

lf>-QIb>

(巨>-OとはなれないOなぜなら<fff>-<blHlb>-E≠0)

ところで

tQi,035-0

(14)

(15)

なのでsuperchargeはフェミルオンをボソン-ボソンをフェルミオン-と交換するofb>がボソンならIf>

はフェルミオン｡したがって零でないエネルギー準位はボソンとフェルミオンとが必ず対になって現われ

tr(-1)Fから脱落する｡この結果零エネルギー準位のみが寄与するため(13)が得られる｡supersym一

metric量子力学ではWittenindexがPotentialの漸近形にしかよらぬ一種の断熱不変量である事がわか

ったが,座標 Xが実軸上に値 をとる通常の場合を拡張 して多様体Mの上に値をとる場合,non-linearα-

模型を考えるとWitten indexはMのtopologicalな不変量に直接関係する｡

§2.Supersymmetric非線型 O-模型

Riemann多様体Mを考えてその座標を Pi(i-1-n),計量をgij,曲率テンソルをRiJklとする｡

次のようなラグランジアンを考える｡

cz-三 七写gij(紳 )jLl吐 +Qii言 直 + T Ri,k.両 k紳 )

1

i,J dt dt

D2hij些 _旦更 旦 リ更 _-
一 gり 1.･,,Ill,,ll (16)

∂91 ∂〆 Dゥ)lI)9)J

や1はスピノル場 I)/Dt等は共変微分をあらわすOこれはsupersymmetric非線型 O-模型の標準的なラ

グランジアンで,大ざっばにいって(16)の第1項 (t iにかこまれた項 )がsupersymmetric量子力学
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(4)の運動量項 p2,あとの2項がW(Ⅹ)2と票 の項に対応するohはPの関数でsuper-Potentialと呼

ばれるものであるがWの時の零点はhでは極値に対応するO票 の項にかかる 03を以前は7-ルミオン

数 と解釈したが(16)では実際少少が現われているO

さて系(16)の零エネルギー状態をさがしてみよう｡以前と同じよう

に零エネルギー状態の波動関数はhの極値に集中する｡今,h-cho(C

はconstant)とL cを除々に大きくしてゆくように考えると波動関数は

C大で極値の極く近くにしか値をもたなくなるのでそれぞれの極値のま

わりで別々に systemを考察できる｡hとしては通例heightfunction

と呼ばれるものを考える｡これは多様体Mをある平面の上においた時そ

こから計った高さで定義される｡第2図では8つの極値が存在する｡

supersymmetric量子力学ではWの零点でのWのこう配の符号が問題に

なった｡ここではhの極値における2次微係数の符号が問題になる｡行

列 D2h/DPiDPiのi番目の極値における負の固有値の数をmiとしようosupersymmetric量子力学で

は器 の符号が負だとフ-ルミオン数が1の状態ができたっこれと同様にしてhの2階微分の負の固有値

の数がmの極値ではフェルミオン数がmの状態ができる(今は n-dimM種類のフェルミオンがある｡

1種類のフェルミオンはもちろん1個以上つめない)｡するとWittenindexは,全ての極値の寄与をあ

わせて

111.

t,(-1)F-∑(-1) I
1

ところでこれはMorse理論の基本定理から

Ill.
=(- 1) I-I(M)
1

(17)

(18)

I(M)はMのEuler数となる.したがってWitten indexはこの場合多様体MのEuler数と一致する｡

(上の議論では,負の固有値の数がm個の極値にm個のフェルミオンがっまるので,極値の付近にsupport

をもつm次の調和微分形式があるようにみえる｡負の固有値の数がmの極値の数をMmとするとこれはm

次のMorseindexと呼ばれるものであるが,Mmは正確にはm次のBetti数 Bm(m次の調和微分形式

の数 )とは異なりこれよりは常に大きいMm≫Bm(Morseの不等式 )｡より正確には Zを不定元として

∩ ll ll

∑M-zm-mE.B- zm=(1+Z )mR Q-zmm=0

が成り立つ｡Qmは非負整数｡(19)でZ--1とおくと

∩ n

∑ (-1)mBm- ∑ (-1)mMm-(m-evenの極値の数 )-(m-oddの極値の数 )
rn=O m=O

m .

-∑(-1) 1
1
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一方 ∑ (-1)mBm-xはよく知られている｡なぜMm≫Bmとなるかというと,極値と極値を結ぶ トン
m=0

ネル振巾が一般に存在するため(インスタントン効果)E-0状態のエネルギーが変化 (増大 )して正確

な零エネルギー状態の数は常に減少するためである｡Wittenによるとトンネル効果は常にmを一つだけ

変化させインスタントンの配位はこうした二つの極値を結ぶsteepestdescentのtrajedoryに相当する｡

負の固有値をm個もつ極値での接平面 (Mm個ある)を合わせてベクトル空間Ⅹm をっくるとインスタント

ン効果はXmとⅩm土1の間の写像を生成し,これよりMのhomologyが再構成される｡)

このようにsupersymmetricな系の低エネルギースペクトルは豊富な幾何学的情報を含んでいる｡こ

の関係を用いてsupersymmetryを幾何学の問題に応用する事が考えられる｡現在進行中の問題は,Vira-

soro代数をsuper化したsuperVirasoro代数の表現論を用いて複素多様体論 (K3曲面やCalabi-Yau

の多様体と呼ばれる種類のmanifoldで,1stChern classc1-0という条件で特徴づけられるタイプの

もの)の分析が進行中である(筆者もこうした研究をしている)｡

以上,index理論のintroductoryな議論を試みたがこうした方面を勉強しようと思われる方はぜひ有

名な論文,

E.Witten,"SupersymmetryandMorseTheory",J.Diff.geom.17,6u (1982).

を参照される事をおすすめする｡

場の量子論 とindex定理

富山大 ･理 平 山 実

index定理が場の量子論に於いてどのように応用されているかを概観する｡量子化されたディラック場

や(x,i)が外場と相互作用しているとする｡サ(a,i)は外場を含むディラック･-ミルトニアン iB

の固有値問題

乙Bナス(x)-坤 1(x)

の解から

+ (x, t)- ∑ bスe~ilt仇 (Ⅹ)+ ∑ dlle~ilt仇 (x)
1≧0 1< o

(1)

(2)

のように構成される｡blや d.'_スは適当な反交換関係を満たす演算子である｡又,場の量子論的な真空を
定義するに際しては有効作用

r- - logdetiB (3)

が用いられる.detiB は(1)で許されるすべての)の無限積である.(2)や(3)に見られるように,量子化さ
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