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以上モデル過程におけるA(o)-1前後の定性的なプロセスの違いは,発破によって誘発され

る微小破壊 (b～1.18)と群発活動 した微小破壊 (b～2.29-2.53)冒)また大地震 (A-1)

毎に観測された小破壊群 (b～2.06-2.73)6)におけるb値のちがいを,ある程度説明出来る

ものと思われる｡
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11･ Sierpinskicarpet上の物理現象のユニバーサリティー

東工大 ･理 田 口 善 弘

マンデルプロの提唱 したフラクタルの概念が ｢次元｣という概念を拡E3長するであろうということは､

高安秀樹氏の名著 ｢フラクタル｣にも述べられている通りである｡木桶では､決定論的に作られる人

二L的なフラクタルのみに話を限り､この図形を格子と見なしてその格子上の物理現象を考える｡そし

て､その物理現象のユニバーサリティー ･クラスによって (必ずしもフラクタル次元のみにはよらず

に)フラクタル図形を分類するという試みについて､筆者の知るところをレビューしよう｡

現在では､物理現象のバルクとしてフラクタルを考えた場合､フラクタル格子のrami∫ica

tion R l)と呼ばれる鼠が非常に重安あることは間違いないと思われている｡R は､ ｢フラク

タル格子から無限に大きいクラスターを切り取るのに必要な最小限の切断ボンド数｣として定為され

る｡Fig.1にIt が有限であるフラクタル格子の例を示す.さて､ここで ちょっと考えてみれ

ば解るように､ ｢無限に大きいクラスターを切り取るのに､有限個のボンドの切断 しか必要としない

格子｣とは我々が良く知っている普通のd次元格子の中では､ 1次元の格子にのみ見られる特質であ

る｡ (どんなに長い線分を切り取るのにも2ヶ所を切る必要しかない｡)このため､a :有限のフ

ラクタル格子は､本質的に1次元的､つまり､ ｢毛の生えた1次元系｣の程度でしかないのではない

かという予想が生じてくる｡そしてこの予想は､ ｢バルクとしてのフラクタル｣を考えた場合にはか

なり正しいらしいことが､解ってきた｡
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｢拡散に支配された凝集 (DlJA)およびその周辺の問題｣

具体的な物理現象を考えよう｡まず､フラクタル格子上での拡散過程を考える｡P(I,i)を時刻

t の場所x に於けるランダム･ウォーカーの存在確率としよう｡i-0において､

P(x･0)-6｡,｡という初婚u条件のもとに､拡散を生じさせた場合､普通のd次元格子では

i

p(0,i)-{盲

という挙動を示すことがわかっている｡さて､フラクタル次元dfのフラクタル格子上ではどうなる

か?

一.ifJ

P(0,i)-t 2

ならば､話は簡単なのだが､実際はそうならずds≦d′なるスペクトル次元dsにより

ds

p(0,i)～t~丁

となってしまう○このdsについて〃attori2)らは最近､大部分のR ･.有限の格子について

ds≦2であることを示す一般的な証明を与えた｡この事実と､ (1)式を比較するとすぐ解るように､

A :有限のフラクタル格子は2次元格子を越えることが出来ない格子であることが解ろう｡たとえ､

df-100であっても､Ie :有限であれば､2次元格子を越えられないのである｡これが､ r毛の生

えた一次元系｣の意味である｡

次に､フラクタル格子の格子点の位置にスピンを配置した良近接強磁性相互作用のn 成分スピン

系の臨界現象を物理現象として考えてみよう｡この物理現象について､普通のd次元の格子の場合に

解っていることはスピン系の臨界現象が有限温度で生じるための条件が､n-1､つまりIsing

スピンなどの一成分スピンでは､d>1､n≧2､つまり､XYスピンなどの多成分スピンではd>

2であることである｡さて､HalTasaki3)によるつぎのようなconjectuがある｡フラ

クタル格子が有限温度で相転移する条件は､

1. 1成分スピンについてはR :無限大

2. 多成分スピンについてはds>2

1.より､Il :有限のフラクタル格子上の一成分スピン系は相転移しない｡It :有限の系では､

ds≦2であるから2.より､多成分スピン系も相転移しない｡これと､普通のd次元格子の場合を比

較するとI～ :有限のフラクタル格子は普通の格子でいうと高々一次元にしか相当しないことになる｡

これもやはり､d∫がいく.ら大きくても｢実際の｣次元は大きくなったことにはならないということ

を示す結果である｡もう一つ注目すべきことは､Tasakiのconjectureにはもはやフラ

クタル次元d′は登場しないということであるoフラクタル次元はある意味ではどうでも良くなって

しまうのである｡これが虫初に述べた ｢フラクタル次元に必ずしもよらない分類｣の意味なのである｡

さて､以上のようにR :有限の系でフラクタル次元d/をいくら大きくしても何も面白くないとい

うことが舶ったと思う｡では､尺 :無限大の系ではどうだろうか｡この場合は以下で述べるように､

フラクタル次元の増加にともなって､ちゃんと､一次元より大きい2次元､3次元に相当するような
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物理現象が生じてくる｡E3 :無限大の格子の代表例としてシェルビンスキー ･カーペットを考えよ

う｡ (Fig.2)このようなZt :無限大の格子の分類を考える場合に重要な畳としてconne

ctiv ity Ql)がある｡Q は､ ｢フラクタル格子から､rd/個の格子点よりなるクラスター

切り出すのに必要な切断ポンド数の最低値がrQ｣であるような畳である｡すぐ解るように､E3 :有

限のフラクタル格子では､Q -0となる.さて､我々は､R :無限大のフラクタル格子としてシェ

ルビンスキー ･カーペットしか考えない代わりに､シェルビンスキー ･カーペットを一般化していろ

いろなdfやQ の値が取れるようにしよう｡そのために次のようにする｡bxb個の小正方形よりな

る正方形から､lxl個の小正方形を切り取ることによりシェルビンスキー ･カーペットを作るので

ある｡ (Fig.3) Fig.2はb-3,l-1の場合に当たる｡こうするとbやl をかえるこ

とにより,

dJ-誓 言言出 (4a,

Q-bilb誌D (4b)

なる好きなd∫,Qの値を持つシェルビンスキー ･カーペットを作ることが出来る｡しかも､Fig.

3にあるようにd′･Qは同じであるが､ ｢違う形｣を持った様々なシェルビンスキー ･カーペットを

作ることが出来るので､物理現象のユニバーサリティーに効いてくるのがとの様なパラメーターであ

るのかを知ることが出来る｡

先ずは､スピン系の臨界現象を考えよう｡IsingモデルやPottsモデルという-成分スピ

ンに対する計算はいろいろあって､すべてMigdal近似4)による計算である｡それらの結果によ

り解ったことは5)､スピン系の臨界現象はdf,Q及び､カーペットの一様性を記述するパラメーター

ん の3つが同じなら同じユニバーサリティー ･クラスに属するということである｡普通のd次元格

子の場合の､次元dさえ同じなら同じユニバーサリティー ･クラスに屈してしまうという結果とは対

称的である｡更に､拡散過矧 こついての計算もMigdal近似でなされたが.4)･6)この場合のユ

ニパーサTJティー ･クラス (同じdsを持つということ)はd/とQ のみによって決まることが解っ

た｡次元が同じなら､同じユニノー サリティー ･クラスに屈する､普通のd次元格子の場合とはやは

り異なるのである｡Zi :無限大のフラクタル格子ではEe :有限のフラクタル格子の場合と異なり､

d/が ｢意味のある盈｣となるoLかし､その巣たす役執 ま､普通のd次元格子の場合とは微妙に異

なってくるのである｡

以上のように､フラクタル格子を物理現象のバルクととらえて分類しようとすると､普通のd次元

格子で ｢次元d｣が果たす役割を必ずしもフラクタル次元d∫が果たすとは限らないことが解ったと

思う｡ここで扱っ元のは､スピン系の臨界現象と拡散過程だけであったが､その他にもいろいろな物

理現象が考えられる｡それら全てについて､ユニバーサリティーを考えるということは物理学の発展

に取って決 して無意味ではあるまい｡フラクタルは元々 ｢自然｣を記述するために考え出された概念

なのだから｡
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Fig.1 R:有限のフラクタル格子の例
(a)Kochcurve
(b)枝分かれKochcurve
(C) SierpinskiGasket
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Fig.2 R:無限大のフラクタル格子,

Sierpinskicarpet
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Fig.3 一般化された SierpinskiCarpet
(a),(b):b-7, ♂-3
(o),(d),(e):b-9,♂-3
(f),(g),(h),(i):b-ll,e-6
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