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ころで考えると､

N(r )∝ エイ rd∝rd-4'

が成り立つはずなので､フラクタル次元Dは

D-d-+

(13)

3日盟

によって与えられることになる｡

幾つかのLとγについて数値シミュレーションによってN (r)を調べてみた結果､A

のL依存性は､実際にベキ乗になっていることが確かめられた｡そのベキの指数から見積

もったljの値は､γが0.5､ 1､2､4のとき､それぞれ1.88､1.70､1.58､1.35となっ

た｡ノこれらの値は､これまでに知られている数値シミュレーション､次元解析､繰り込み

群などによる結果と比べてもほぼ妥当な値となっている｡このことから､CAMの考え方

がヮーモデルのような成長モデルに対しても有効であることが確認されたと言える｡

図 1｡ γ=1,1J=6の場合のバターンの例｡

8. カオティツク ･ダイナ ミクスのmultifractal構造

静岡大 .教養 佐 藤 信 一

1. は じめに

フ ラクタル次元 とい う尺度 に よ り自然 界に見 られ る様 々な ラ ンダム ･バ ター ンを定
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｢拡散に支配された凝集 (I)IJA)およびその周蓮の問題｣

量的に議論できる｡パターン形成に限 らず､散逸力学系のス トレンジ ･ア トラクター

に対 してもフラクタル次元はその乱雑 ざを特徴つける重要な尺度である｡■しかし､従

来フラクタル次元によって特徴づけていたフラクタル集合は､マルチ ･フラクタルと

いう概念を導入することにより､実は我々が考えていた以上に複雑で豊かな構造を持

つことを明かにすることができる｡マルチ ･フラクタルとは､フラクタル集合上に与

えられた確率測度を考えた時に､局所的な確率測度のスケーリング指数にゆらぎが存

在するということである｡パターン成長の問題に関して言えは､バ ターン自体のフラ

クタル次元 という尺度 とは別にパ ターン界面上の成長確率という確率測度を考えた時

に､種 々の成長確率を持つ点がバターン界面上に異なるフラクタル次元で分布すると

いえる｡この小論では力学系におけるマルチ ･フラクタル構造の招介､及U筆者が最

近得た力学系の測度論的エン トロピー ･スペク トラムの結果を報告するが､ス トレン

ジ ･ア トラクターと成長界面､ア トラクター上の不変測度 と成長確率という対応を考

えた時､共通の枠細の中で議論できる部分も多いと思われる｡

2･ f (α)スべク トラムl'

最初にマルチ ･フラクタル構造を表わす f (α)スペクトラムを簡単に紹介 しよう｡

あるフラクタル集合かⅠとM上の確率測度が与えられているとする｡Mをサイズ 虹の

boxで分割 し､各 bol･に番号を付ける｡ i番目の bo･Yの確率測度をplとする｡
第 1のスケーリング仮定として
l垂】

pL ～ Zd乙 (1)

を置 く｡第 2のスケーリング仮定としてαiがα･とα･+dα,の間に存在する
bol･の数をN (α')dα'として

N(a′)dα′-ll (α′)dα′ (2)

を置 く｡a'はsingularityと呼ばれ､確率のスケーリング指数を表わし､ f (a･)

がM上の｡'という指数の boxの分布を表わす｡これらの f･αは一般化次元Dq

2'とルジャンドル変換で結ばれることは文献 1)に詳 しく書かれている｡MandeJbrot

のフラクタル次元の定義は全ての boxにつふ てαlが等 しい時にのみ成 り立つ｡全

てのαiが等 しい時 (2)式はまさにフラクタル次元の定義と一致 し､ fがMのフラ

クタル次元に対応する･｡ (より厳密に言うならは､マルチ ･フラクタル構造を持つ集

合に対 してはフラクタル次元の代わりにハウスドルフ次元を用いなければならないが､

ここでは重大な混乱を引き起こす恐れがないと思われるのでフラクタル次元という言

葉を用いた｡)

以上で f (α)スペク トラムの概念を簡単に紹介 したわけであるが､次に実際の散

逸力学系のス トレンジ ･ア トラクターの例としてエノン写像のア トラクターを見てみ
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よう｡Fig.1aは文献3)より転載したアトラクター上の不変測度の立体的描写､

Fig.1bは文献4)より転載したf (α)スペクトラムである｡位相空間が2次

元以上の力学系のカオスでは､位相空間中の微小な体積要素はある方向には引き伸ば

され､ある方向には縮められて写像される｡従って位相空間を局所的に不安定部分空

間 (拡大方向)と安定部分空間 (縮小方向)の直軸として表わすことができる｡ス ト

レンジ ･ア トラクター上の全ての点でそのような直和分解が可能な時､アトラクター

は双曲的であると言い､そうでない場合を非双曲的と言う｡我々が目にするア トラク

ターの多くが非双曲的なア トラクターであり､エノ二J･ア トラクターもまた非双曲的

ア トラクターである｡ア トラクターが非双曲的な場合､不安定方向に治って不変測度

を眺めるとFig.laのように無数のsingularityが存在する｡ア トラクター全休を眺め

るとカン ト-ル集合的なsinguIarityと不安定方向のsingularityが組み合わさって非

常に複雑な構造となっている｡現在の所､高次元ア トラクターのマルチフラクタル構

造には未知の部分がまだまだ残されているように思われる｡

3. h (γ)スペク トラム5'･r5'

散逸力学系 Ⅹ｡.1= F (.yn)に対する尺度としてはア トラクターの次元の他に､測

度論的エン トロピーも重要である｡次元の場合と同様にしてエントロピーもスペク ト

ラムとして定式化できる｡力学系のエン トロピーの場合一般化次元Dqに対応するも

のとしてRenyiエントロピーK｡が存在する｡K｡の定義は漸近的に次のように与えら

れる｡前節と同様にア トラクターをboxに分割 し､番号を付ける｡長さnの写像F

による軌道 Ⅹ1,Ⅹ2. ･･･Ⅹ｡を考えて､Ⅹ 1がbox ilに､Ⅹ2がbox i2

に､ ･･･､Ⅹnがbox inに存在する結合確率をp (il, ･･･. i｡) と表わ

す｡その時､Kqは､

Kq-吉 kii-毎 .hP(乙1･･･Ln'q

で与えられる｡∑は全ての可能な長さnの軌道に関して和を取る｡

ここで f(a)と同様に2つのスケーリング仮定を置く｡

p(ib ･- , in ) - e-γ(Ll- in)n

N(T,)dT,～eh('')ndT,

(3)

(4)

(51

N (A(I) dr'はγが γ1- γ'+dγ'に存在する軌道の数である｡
f (α)スペク トラムとの間には､DqとK.い CLとT､ fとhという完全な対応が存
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｢拡散に支配された凝集 (DIA)およびその周辺の問題｣

在する｡h (㍗)スペク トラムによって軌道の拡大率のゆらぎを表わすことができ､

過渡的なカオスやス トレンシ ･リベラの構造をも見ることもできる｡

最後に､ll(γ)スペクトラムに対 して f (α)スペク トラムで用いられた転送

行列7'の手法を導入できることが判明_したので､その結果を報告する｡まず､与えら

れた力学系に対して記号力学系を定義する｡簡単のために0.1から成;.5記号力学系

としよう｡位相空間をMo.Mlの 2つに分割 し､軌道点がM｡に属する時に0､Mlに

属する時に 1を与える｡この操作から各軌道に対して0.1から成る記号列が得られ

る｡長 さnの記号列を el.C2, ･･･.en(ただし､ el=0､orlである)と
して､その結合確率をp (£｡,･･･.£ 1)とする｡その時､

I,(g,a)- ∑ p(en ･-El)q
e7t'''el

(q-1)Kq- 一 書m-‡ lnr(q,a)

と書 くことができる｡ (7)式から十分大きい爪に対 して

I,(q,n+1)-e守 (q)r(q,n) (8)

である｡ただし､甘 (q)= (q- 1)I(qと置いた｡ここでスケ リーこJグ関数pを
次のように定義する｡

P(En+1, ･･･,el)
P(en, ,el)

- p(en+1, ･･･,El)

(6), (9)式を (8)式に代人すると

en.P‥ e l ∂en E'n.'.∂82 e'2 P q(en･1,I-, E l)pq (en,.'" 1)
e£ ･.･e; -e-" q) ∑ pq(En,･･･,el)

en･-el

従 って､次の成分を持つ転送行列 Tを定義できる｡

<en･1, ,62lTfeこ,･･･,e;,el>- Pq(En+i-61)∂ene£ - ∂62弓

く10)式からTの最大固有値 入が

1- exp(-サ(q))

(9)

(10)

(11)

(12)

となることが分かる｡

次に､h (γ)スペク トラムが解析的に得られる1次元写像の例で転送行列を説

-25-



研究会報告

明 しよう｡ Ⅹを [0, 1]区間で定義された変数として

xn+1- F(xn)

A
α

F(x)-
α+α (o ≦ ∬ ≦ α )

(1-x)/b (a<x≦ 1)

(13)

という力学系を例とする (ただし､a+b=1を満たす).写像のグラフをFig.2に
示す｡記号力学系はM.っを [0･a]区間､Mlを [a,1]区間とすることで得られ

る｡F (1')は区分線形写像なので記号列と軌道の拡大率 γは 1対 1に対応する｡ま

た､MoはFによってMlの一部に写像きれるので､記号列中に00という韻み合わせ

は存在しない｡さらに､記号 1の次に0がくる確率はa､記号 1の次に 1が くる確率

は bであることもすぐに分かる｡従って､第 1次近似の転送行列Tは､

･-(ppf,q.o

0

1

/
/
し
こ

＼
)

/

9
01

9
日

β

β

＼＼
ー
ノ
が

が
(14)

となる｡この例の場合､第 1近似の転送行列が厳密解を与える｡Tの固有方程式から

最大固有値をもとめて (12)式から

] (15'

を得ることができる｡ h (γ)はルジャンドル変換ですぐに計算できる｡また､Kq

が与えられれば､行列 Tの次数をあらかじめ仮定することにより行列成分 pを未知数

としてTの固有方程式を逆に解いてJを得ることもできるo f くα)の場合は､文献

7)に従うと､ア トラクターに対 して等確率分割を行なうことにより転送行列が定義

できる｡

転送行列 Tの次数が有限の場合､あるいは有限の次数の行列で十分にスペク トラ
ムを近似できる場合は有限個のTの成分の中に無限個のDq. Kqの情報が含まれてい

ることになる｡文献7)においても f (α)の転送行列の成分や最大固有値にダイナ

ミクスに関する情報が含まれていることが指摘されている｡冒頭でも述べたように

バターン形成の問題と力学系のカオスとに同 じマルチフラクタルの議論を適用できる

ことを思い起こすならば､パターン界面の成長確率から得られるf (α)スペク トラ

ムに対してもカオスの場合と同様に転送行列 Tを計算できることになる｡その場合で

もTがパターン形成に関する重要な情報を含んでいることは間違いないであろう｡そ

こに含まれている情報の物理的解釈ということも興味ある問題の一つである｡
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9. DLA成長界面の性質
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東北大 ･通研 早 川 美 徳

DLAクラスターがフラクタル的に成長する上で,枝どうしのスクリーニング効果 (すなわ

ちクラスター外部のラプラス場を介した枝の競合 )が重要な役割をはたす｡枝の先端部での成

長確率は非常に大きい一方で,枝に囲まれた入り江での成長確率は極端に小さくなる｡ DI.A

クラスター自身のフラクタル構造を反映して,成長確率のSingularityは複雑に分布 しており,

いわゆる Multi血actal構造を持っことが知られるようになった｡

DLAの計算機シミュレーションは通常モンテカルロ法によって行なわれ,ランダムパター

-27-


