
｢カオスとその周辺｣

15. フィー ドバ ック制御系における

分岐現象 とカオスの研究動向

神戸大 ･工 平 井 一 正

1.はじめに

この小文は,フィー ドバック制御系における分岐現象とカオスの研究動向を,制御工学以外

の分野の方を対象として概説するものである｡

制御系本来の立場からは,フィー ドバック構造を考慮 した解析法がのぞましい｡以下のべる

分岐現象の解析はそのような立場で行なわれるが,カオスの解析はそのような方法では解析が

困難で,どうしても微分方程式から出発 した解析法となる｡

2.分岐現象

図 1に示す非線形フィー ドバック系を考える｡

a, yERlとする.以下示すように制御対象の伝

達関数G(S)と非線形要素f(･)を独立に扱って解析

することが,制御系に特有の方法である｡

2.1. Hopf分岐1)～ 2)

r-Oとする｡平衡点はG(o)i(x)-- xの解 x

-豆 である.このときjl-∂f(x)/∂x atx-3-

とすると,G(ja))のナイキズ ト軌跡が,図2(a)

のように,a,-a,0,p-po(p :システムパラ

メータ)でP点 (-1/Jl十j･0)を通るとき, 〟

-〟｡で Hopf分岐が発生することがわかる｡ 〟

がp.に近い場合には,図2(b)のように,P点か

ら半直線I,:一旦 -a…{(wR)をalをパラメ-
fl

タとして引いたとき,G(ja')との交点 (al,a,)

が周期解の振幅と角周波数を与える｡ここで{(a')
ニーG(ja))A(a))で h(a))はf(･)の第 1,第 2,

第 3の偏微係数を含む有理関数である｡
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図 1 フィードバック制御系
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図2 Hopf分岐の解析
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2.2. サ ドルノー ド分岐3)

図 1で r-Asin(リtとしたとき系に発生する周期

振動に発生するサ ドルノー ド分岐をしらべる｡系の出

力をx(i)-Xsin(a't十¢)と仮定 し,非線形特性f(･)

を記述関数 〃鞠でおきかえると

X(ja')/R(ja')-1/(G~1(ja')十N弼 )

となるO ここで,Gl1(ja')-α(W)

十 jP(a)),N(X)-i(X)十 j符(X)

とおき,絶対値をとると

F(X)仝x2 ((α十f)2

十 (P十か)2ユーA2-0

F(X)-0はXに関する平衡平面と

考えられるので,この式 と,∂〃∂X

-0よりⅩを消去すれば,パラメー

タ空間におけるサ ドルノー ド分岐集

合が得られる｡

例 図 3に示す飽和要素の場合,

f(X)-旦〔sin-1芸7E

D_2
卜(妄)~〕

であり,これを使って各種パ ラメー

タ平面における分岐集合を求める･と

図4のようになる｡図で破線は,こ

こで発生するⅩの分岐が,Ⅹの小さ

い値から大きい値に分岐することを

示す｡たとえば図4(C)図によって,

Ⅹ一刀平面における分岐状態を図5

に示す｡
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図4 分岐集合

a) α-P平面 (G-(S):任意,G(jQJ)軌跡をプロット)

b) R-a)平面 (G(S)芋1/(32十 2(叫もS十戒 )の場
合 )

C) A-D平面( 〝 〝 )

つ 1(,)
I
ヽヽ- ■■■■

0 0.1 0.～ D

りI

図5 飽和のある制御系の分岐現象

R- 0.13,G(S)-1/(32+0.013+0.25)
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図6 サンプル値制御

5.カ オ ス

種々な非線形制御系にカオスが発

生することが報告されている｡ここ

･YL
===嗣十

ではその2,3について説明する｡

3.1. ディジタル制御系

図 7に示すサンプル値制御系に発

生するカオスについて説明する｡ 図

6でHはホールダ, Sは線形システムである｡Sは

x(i)-Ax(i)十bu(i),y-cx(i),

xeRn,uERl, yeRn, rERl (-一定 ), detA≠Ci,

(A,A):可制御対

で表わされる｡いまHを0次ホールダとすると,全体システムは

x(k十1)- eATx(k)十A-1(eAT- I)Bu(k)

y(k)-cx(k),a(k)- r- I(y(k))

(1)

(2)

と表わされる｡

y, ueRlのときの分岐集合については,すでに報告がある. ここではカオスにっいて最近

の結果を報告する｡

1)カオスの存在定理4)

(1)式を次のように変形する.feClとする｡

;(i)仝(宣…'(it',)=(ご1AO2);十(BB;)孤(i)
y(i)- (cl,C2)x(i)

r
+

.

tri(i)ERルi,AiERniXni, n - nl十 n2,Al(A2)の固有値はすべて正 (負)

このとき

x(k十1)-(91(xl,x2),92(xl,x2))T

ただ し

yi-e A bTxi+A I l (e A上 Ii )Bi(r- I ( y (k)) )
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(4)式のカオスの存在に関 し,次の定理が示される｡

定理.1

(4)式より得 られる方程式

xl(k十1)- eAITxl

十AI1(eAT- zl)Bl(r-I(cxl)) (5)

を考える｡(5)式に不動点 uiが存在し,detDFl(uL)

≠o(i-1,2),Fl(x )-Xl十Al1Bl(r-i(ct271))

とする｡このとき(5)式に snap-back-repellerが存

在するならば,任意の ILB2u<EとtlC2H<Eに対

して,(4)式にカオスが存在する｡ もしJが区分的線

形の場合は,B2の値に関係なくEIC21l< 6 であれ

ば同様のことが成立する｡

2)カオスと周期解の共存5)

図7で,Hを1次ホールダ,fb)-93,Sを

去 - ax十 bu,9-a,r -0, (XeRl)

とする｡a-3,A-1のとき,不動点のサンプリ

ング周期Tに対する分岐図を初期値をかえて示すと,

図7の a)～ C)のようになる｡初期値によって周期

解 とカオスが共存するいわゆる共存現象がみられる｡

Hをo次ホールダとし,fb)-7ntanhy(飽和特

性 )としても,同じSに対 してカオスと周期解の共

存現象が発生する｡

3.2.その他の制御系

図8に示されるモデル規範型適応制御系は,誤差

βをゼロにするように制御 して,規範モデルに適応

図7 カオスと周期解の共存

図8 モデル規範型適応制御系

図9 ディジタル制御系

図 10 パルス幅変調制御系

するようにプラントを動かすシステムである｡ βに

関する方程式が非線形とな り,このシステムに分岐現象やカオスが発生することが,最近報告

されている望)

図 9にに示すコントローラをディジタル化した制御系において,ディジタル化にともなう丸
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め誤差があるときは,この系にカオスが発生する7.)

このほか,図 10のようなパルス幅変調 (PWM)制御系にもカオスが発生するoPWM-?

入力信号が,サンプリング周期ごとにサンプルされ,その入力の大きさに比例して,ある期間

方形波パルスを出力する｡もしPWM-の入力がある値をこえると,方形波パ ルスの出力期間

が飽和する｡この飽和に起因するカオスが発生するわけであるが,この場合,カオスとカオス

の共存現象もみられる8.)

4.おわりに

フィー ドバック制御系に発生する分岐現象とカオスの研究の一端を紹介した｡種々御討論い

ただいた本学潮俊光君に感謝する｡
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