
土出 土或 問 屋巨 離 と 地 域 の 形

筑波大学社会 工学研 究科 栗 田 治

筑波大学社会 工学 系 腔壕武志

1. は じめ に

都市計画 や施設配置計画 を定 量 的な方法 で立案 しよ うとす る と. 平面 的 に分

布 す る点 く人や施設)を元 に して 2点 間距離 の平均 (一般 的 にはモーメン ト)

を問題 にす ることが しば しば必 要 とな る. 施 設配置 問題の 典型 であ るUeber問題

[Coope'r,1961コおよび この枠 組みに則 った数多 くの研究 は, 施 設点か ら利用者点

群への平均距離 を 目的関数 と して いる. また交通計 画 での ゾー ン間の距離設定

は, 詰 まるところ2つの地域間の平均 距離 で あ るといえる.

ここで, 上述の ような分析の大 きな特徴 は. 離散 的 に分 布 す る点 (人 口や施

諺) をその まますべて抽 出す ることが (デ ー タの膨 大 さ. 分析 の手間の両面で)

不可能 であ る, ということであ ろう. このため.都 市平面 をあ る枠組みで分割

して複数の地域 を設け. その地域 それぞれに含 まれ る点数 を基礎 データとする.

とい うのが最 も一般的で ある. 国勢調 査調査 区デー タ. 各 種 の メ ッシュデ ータ.

市町村別人 口デー タ, あ るいは交通量 デ ー タな どは最 も卑 近な例 と して挙 げ ら

れ る.

この ような地域 内のデ ー タの場合. 点 の総数 は分 か って いて も. 個々の点が

魂実 に どう分布 しているかは不 明であ るか ら, 平均 距離の 計算 に はなん らかの

想定が必要 とな る. その最 も簡単 なもの は, 与 えられ た地 域 内で点が一様 に分

布 している, と想定するもので あ ろう. この一様分 布 の想 定 は一 見かな り強い

もの に見 える. しか し, ご く小 さな地域 を考 えれば妥 当で あ る場 合が多 いであ

ろう. また一様分 布の下 で算出 した値 があ る種 の目安 とな ることも十分 に考え

られ るので. これ にこだわ ることには意味が あ るに違 いな い. そ こで本稿 では,

固定 きれた一点 Pか ら地域A内の-様 な点 へ の平均距離 (図 1-a)および地域

A内の一様 な点か ら地域 B内の-様 な点 (2点 は互 いに独 立 とす る)への平均

p至 AA
図 1 平均距離 を考 える対 象

(97)



距離 (図 1-b) を問題 にす る.

きて, 図 1の よ うなケースでの平均距離 を式の形 で求め るのはそれほ ど容易

なことではな く. い くつかの取 られ たケースで しか導出きれていない. まず,

一点 Pか ら地域 Aへの平均距離 に関 しては, 円盤Aの外部 に点 Pがある場合を

[Schueit,Zer.1968コが ,円盤 Aの内部 に点 Pが あ る場合 を[腰壕 .1977]が .点 Pか

ら矩形Aへの場合 を【Love,1972]が各 々に導出 している ( ただ し [Love,1972】

の計算 には誤 りが ある). つぎに地域 Aか ら地域 Bへの平均距離 に関 しては,

2つの地域が重な り合 う同一の矩形で ある場 合 およびA, Bがチ ェス盤 の接触

す る2つの正方形 である場合 を[Ghosh,1951]が導出 した. [SchueitZer,1968コ

はA, Bが重な り合 う同一の円盤であ る場合 に求 め た. また[Bouvkanp,1977】

はA .Bが互 い に交わ らない 2つの 円盤で ある場 合に蒔 いている.

これ ら式の形 で導かれ たもの を, 地域が一般の不定形で あるは あいに応用す

ることもあ る程度 は可能 であ る. 実際, 地域 が円盤 の場合 と正方形の場合 とで

く面積 を等 しくして)較 べてみ ると平均距離 はかな り似通 ってお り. この こと

か ら稚 しても, 現 実の地域が比較的等方的な場合 には役立 つであ ろう. しか し,

地域がかな り歪 ん だ形の場合 に (誤差 に見 当を付けなが ら)応用す るには固有

の技術 が必要 とな り･, 汎用性 にかける. また, 式の形での結果 は どれも複雑な

関数形 を して いるため (特 に円盤 が関係 す ると超幾何関数 が含 まれ る), 電卓

で手軽 に計算 して み よう, とい った利用法 に も無理 がある. そ こでこれ らの平

均距灘の近似式 を一般的かつ簡単な形で尊 くことが重要で あるこ とが分 か る.

以下で 批 まず 2節で【Vaughan,1984]の平均距離近似法 を軒介 し, 東京 23

区で近似清度 を検 証 した結果 を示す. 同時 に, 各地蟻 (区 )を同両横の 円であ

ると想定 す る少 々乱暴な近似式の精度 がかな り長い ことも検証 され る. 3節で

はこれ ら近似式 の ある部分 に現われ る, 2つの地域 の大 きさと相対的な位置関

係を表わす指標 について若干考察す る. 続 いて 4節 では, 地域が 円周で与 え ら

れ る場合 の近似式 を等出 し, い くつかの応用例 に触 れ ることにす る.
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2._平均距離の近似式lVaughan.1984コ

地域Aか ら地域 Bへの場合で説明す る (一方が点であ ってもまった く同様の

方法 で説明 できる). A, Bの幾何重 心を各.々0, 0'とす る. またh=百百'と

しよう. A内の点 は0を原点 とす る直交座標系で(A,,y).B内の点 は0'を原点 と

す る直交座標系で(U,V)とす る (図 2). このときpl- u- X,P2=V- y,な らび

にq2=p12+p22 とおけば, (x,y)か ら(U,V)への距離 rは

｢= h+pl +p2 = hVl+2pl/h+q

とな り, その平均距離を 子とす ると

テ=JAJBrdudvdxdy/ (SQSB)

であ る (ただしSA, SBは各 々の地域の面積).

図 2 (x.y)∈Aか ら(U,V)∈Bへの距離 r

ここでLegendre多項式

Pn(Z)≡
l dn

2nn! dxn
(x2-1)n

(1)

の母 関数

◆●
n≡opn(2)tn=1/ ､1-2t2+t (IzI,Itl<l)

を導入す る (括弧内は母関数の収束条 件. 詳 しくは, 例 えば[森 口他 ,1960]ある

いは適 当な物理数学のtextを参 照). いまf(t)≡V-1-2tz+t とすればその t

による微分 は

f'(t)≡(t-2)∑Pn(2)tn=∑ Pn(2)(tn'1-2tn)

であ る. このときf'(丁)を[0,t]で積分 し, 変形 ･整理 すれば, f(t)のtによる

展開式が

f(t)-1-zt+∑ 苫 n(Z)tn'l

と与 えられ る. ただ し, g n(2)=〈Pn-1(Z)-Pn.1(2)〉/ く2n+1)であ り.

gl(2)≡(1-Z2)/2.g2(2)≡(才一23)/2!･･･

とい った具合いになって いる. ここで便宜上 t=q/h,2=-Pl/qとすると (良

だ しq≧0)
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｢=h･f(q/h)

=h[1+plh~1+(p22/2)h~2-(P-P22/2)h-3+･･･]

とrが展 開 され る (右辺が rに収束す る粂件 はq<h). したが って, 平均距離

テは く1)によ り

f=h[l+(JL[p22]/2)h~2-(LLlpIP22コ/2)h-3+･･･] (2)

となる (〟[･]はAXB上での平均値. また0, 0'が各地域 の重心 だか らh~lの

係数は 〟[pl]= JL[u-X]=0).

この方法 に よって円盤Aか ら円盤 Bへの平 均距離 を,各 々の半径が αお よび

βのときに求 め ると

テ=h[1+くくa2+β2)/8)h-2+i(aA+3a2β2+ β4)/192‡h~4十･†･](3)

が得 られ る (煩雑 なので計算過程 は割愛 ).

また同様の方法 で図 3の ような 2つの矩形 について平均距離を求 めてみ ると

次式のように得 られ る: (4)

テ=h[1+‡(α12sin2(J+β12cos2u+α22sin28+β22cos28)/6)h~2十･･･コ.-
ただし, (4)のh~3の係数 は 0である. また-4乗以上の項 についてはかな り煩

雑なので割愛 す る.

図 3 2つの矩形 の位置関係

さらにA, Bが一般の不定形の場合 ,(2)の FLの部分 はx,y,uおよびVの多項式

の平均値 であ るか ら, 平面上 の Greenの定理 に よって, 地域Aお よび Bの周回

按分 に帰著 し, 算 出で きる (地域が多角形で近 似 され, 頂点座標 が与 え られる

必要がある). 例 えば, 地域Aの頂点 の座標 が適 当な直交座標系 で, 反 時計回

りに

(xB,y8),(xl,yl), (x2,y2),･･･,(xn･.yn)≡(粕 ･y匂)

と与 えられて いるとする.
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この ときAの周 をCqと表 わす ことにす ると. 地域 の面積 SRは

S白 =JAdxdy= i cRXdy (●/Greenの定理 )

-七宝1∫;.I:∴ :;t… 'xdy - -鉦 - -xt,(y- ･yt)/2

となる (例 えば[腰項他 ,1986]参 照) . 重心座標 (xG.yG)は. これ をもとに

xG =(1/So)JA･Ydxdy =(1/Sp )i c p (x2/ 2)dy

n-1
=(1/S白)∑ (yt.1-yt)(xt.12+.yt.1Xt+xt2)/6

t=0

と導出され る くyGも同様 ) . この ように重心座標が算 出 きれ るの で,図 2に示

したよう な座標系 および頂点座 標が一意 に設定 され る. こうして設定された頂

点座標 について FLの部分 (xiyjukvlの平均値 に関係 した圭 )を計算するのであ

るが, これが各地域の何回積分 に帰着 す ることは明 かであ る.

以上[Vaughan,1984]を留介 し, その方法による矩 形 か ら矩形への近似式の尊

出結果 をつけ加えて述べ た.

きて上述の展開式(2)の精度 を見 るため に.東京 23区を多角形 近似によって

デー タ化 し地域A l,･･･,A23を設 けた (デ ィジ タイザ ーで計測) . そ して, す

べての地域ペアAi, A j(i≠ j)についてある項 まで と った近似式 を 2通 りに

テ'=h[1+(〟[p22]/2)h~2コ, (5)

f"=hll+(FLlp22]/2)h-2-(JLlpIP22]/2)h-3] (6)

と設定 し, その値 を算出 したく253ペア). 一方, 各地域 に500m間隔の格子点 を

打 ち, この点を用 いて算 出 した地域間平均距離 f● を真値 デとみ なすことにす

る (図 4, ただし図中の大 きな点 は区の重心).

図 4 東京 23区 と500m間 隔の格子点
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こう して f と̀ テ'との関

係 をプ ロッ トしてみ ると図

5-aおよび 図 5-bの よ

うにな り, 近似式(5)お よび

(6)の精度 はかな り良いこと

が分 か る. な お, 比較のた

め テ'と重心 間の距離 血と

の関係 を図 5-Cに示 して

お く.

これ らの近 似式を算出す ∩

る_には, この ように各地域

の座標 を計測 することが必



要で あ り, 少 々手 間がかか る･ そ こで よ り簡便 な方法 と して, 各 音域 を等面積

の円盤で近 似 し,

fC=h【1+くくα2+β2)/8)h-2】 (7)

f CC=h【1+くくα2+β2)/8ih-2+くくα4+3α2β2+β4)/192‡h~4] く8)

につ いて も算出 してみたが, この精度 もかな り良い (図 6-a･ b)･ この こ

とか ら近 似式(5)や (7)が実用的 に役立 つで あ ろうことが確 認 され た･

5 10 15 20■ 25恥m) 0 5 10 15 20 25(km)

a f●と f'との関係

5 10 15 20 25(km)

c f●と hとの関係

(102)

b f'と f日 との 関係

図 5 各区の頂点座 標 を用 いた

近似式 の清度



0

f*(km)

5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

a f●と f C b f'と f CC

図 6 各区を等面積 の円盤 とみな した近似式の精度

3.平均距離 と地 域の形

(2)の展開式 を見れば分か るとお り, 大括弧内のh~2の係数 は 〟[p22】/2であ

り, これは地域A, Bの どち らかの面積が 0でない限 り正 である. ?ま り. 辛

均距鼓 は重心同距 離 を上回 る値 となっている. また, 展開式か ら低次の項を取

り出 して設 けた近似式を東京 23区に適用 した例 を見 ると (図 5, 図 6), い

ず れの値も似通 ってお り, -3乗以上の項はあま り効 いていない ことが分か る.

すなわち, I-2乗 の項 LL[p22コ/2=Jl[くV-y)2コ/2が重要 な役割 を丸 L"してい

るのである. この ことを下 に して, 以2つの地域の形 と地域間の相対的な隔た

りを同時に記述で きるような指標 を設 ける", とい うことを考 えたい･ その試

み と して. テ'のhか らの相対偏差 を

と定義 してみよう (γは無名数 ). γは地域 間の距離 に逆比例す る指標 である.

ここで 2つの地域が円盤 な らば

γ=(α2+ β2)/(8h2)

とな り, γは円盤 の大 きさに比例する.

また, 2つの地 域が矩形であれば, (4)よ り

γ≡(α12sin2u+β12cos2W+a22sin28+β22cos28)/(6h2)

とな る. ここで, α1_>βtかつa2≧β2とすれば, 8,u ∈[0,7t/2]で γは C.Wの
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単調増加関数 とな ってお り,

β12+β22 ノ __ ノ Cn2+a22
≦ γ ≦6h2 13 1 ユ 6h2

であ る. このことを図で示す と, 図 7の通 りである. これ によ り, 矩形 の長辺

が線分00'と平行 に近 いほど rは小 さ く, 垂直に近 いほど rは大 きいことが読み

とられる. この'こ とは地域が不 定形の場合にも一般 化可能 であろう. すなわち,

不定形地域Aおよび Bの長軸 (厳密な言葉で はない. 細長 い方の軸 とい った意

咲) といったもの を考 えたと き, それ を下 に したA とBとの相対 的な位置関係

が γの大小 である線度読 み取 られ るわ けであ る.

(i)rは最小 :γ= β I芝+β 2 26h2

(ii)γは最大 : r= a 12+ a 2 26b

図 7 地域が矩 形の ときの γの最小 値 と最大値 (αl≧β1, α2≧β2とす る)

また, 地域AまたはBを, 重心 を軸 と して回転 させた とき, γが回転角度 に

敏感 でな いほど,. その地域 は等方的で ある く円盤 に近 い) といえ る. ちなみに

地域A, Bが面積 Sの円であ るときの γCは

rc=S/(47th2)=0.0796S/h2

であ る. 一方地域 A. Bが面積 Sの正方形で あるときの γR値 は

γR=S/(12h2) =0.0833S/h2 (正方形 の とき 8, tJによらない)

であ り, 両者は大変似通 って い る. つ まり正方形 はかな り円盤 に近 いのである.

4.円周か ら円周 への平均距離 とその応用例

この節で は地域 A, Bが円盤 である琴合に.限 って議論す る. まず2つの円盤

が互 いに交わ らな いときの平均距赦展 開式 は､(3)で尊 出されている. これ と対

照的 に, 円盤Aが 円盤 Bを完全 に含む場合 を考 えて おこう (図 8).
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(i)円盤AとBとが交わ らな い場合

A

(ii)円盤 Aが 円盤 Bを含む場合

図 8 2つの円盤の位 置関係

円盤A内 にF百=h'なる点Pを設 け, Pか ら円盤 Aへの平均 距離 f pQを考 えると,

E=h'/αと置 くとき

テpQ-(4a/97t)i(7+E2‡E(I)-4(卜 E皇)K(;))

であ る ([腰壕 ,1977], ただ し. K,Eは各 々第 1種, 第 2種 の完全楕 円積分).

この楕円積分の部分 を E=h'/aで展 開 し整理す ると

テ pq=α[2/3+E2/2-E4/32+･･･]

とな る (係数 の一般形は割 愛 ). したが って, 点 Pが B内 で-様 な場合の平均

距離 デは

テ=JBテ pR dudv

=a[2/3+(β/α)2/4+(h/α)2/2

-(β/α)り96-3(β/α)2(h/α)り64-(h/α)り32 十･･･コ (9)

と, β/αお よび h/αの級数 の形で導 出きれ る.

きて .(3)お よび (9)の平均距離 を(α,β)の関数 であ ると し, これ らを共通に

テ 9@=f(α,β )とする (2つの添 え字 は各地域 に対応 し, 0な らば円盤 を1な ら

ば 円周 を意味す る). そ して, 半径 α+△ αの円盤か ら円盤 B'への平均距離

千(α+△ α,β)を考 える. ここで増分 △ αでで きた リング か ら円盤 Bへの平均

距離 に着 目 し, △ α-0の操作 を行 な うと, 半径 αの円周 か ら円盤 Bへの平均

距加 テ 81が

テ川-芸･詫 f(a,β)+f(a,β) (10)

と微分方程式 で得 られ る. さ らに. (10)の テ 18を(a,β)の関数 とみな し. △ β

の増分 を考 え同様の操作を行な うと, 半径 αの円周か ら半 径 βの 円周への平均

距離 f H が
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rll ∂ 2隻_盟 .-4 ∂α ∂β
千(α,〟)

･芸･島 f(a,β) ･ 針 島 f(a,β)･f(a･β) (ll)

と得 られ る.

こうして, 円盤同士が交 わ らない場合 と, 一方 が他方を含む場合 との双方に

ついて, 円周か ら円盤へ, お よび円周 か ら円筒への平均距離の展開が可能 にな

った. 1例 として, 円周 と円周 とが鼓 れている場合 (a+ β>h)を示 す と,

次式の通 りである:

f ll=h[1+(α/h)2/4+くβ/h)2/4

+(α/h)り 64+(α/h)2(β/h)2/16+くβ/h)り64十･･･コ. (12)

これ ら円周での結果の応用例 は様々に考 え られ る. 例えば,図 9のよ うに 2

つの円盤 を考 え, 各 円盤 での点の密度 がそれぞれ放射対称 であるとする. この

ときの平均距離が, 円周 での(12)に密度を重 み付け して項別棟分するれば算出

で きる. ちなみに図 9での分布型が指数型の噂合 (i.e.各 円盤の中心を原点 と

する極座標系(6,8)で p=(入2/27t)s･eXP(一入S)), 平均距離を式の形 で求め

るのは困難で, 専 ら数値積分 を必要と した. これを近似式 ではあるが, 比較的

用意 に求め ることがで きるのである (結果は割愛す る).

図 9 円周～円周の展開式の応用例

(1鵬)



5.おわ りこち

2節ではLegendre展開 による平均距離の近似法を留介 し, その精度を実例で

示 した. このような近似式を最適配置等の分析の簡便法 に応用す ることが課題

であ る.

3節で述 べた円周か ら円周への平均 距離展 開は円周同士 が部分 的な交 わ りを

持つケースではまだ導いていな い. これを導 出すれば応用の対象 が広が-るので,

これ も今後 の課題 である.

なお, 本稿で述 べた方法に よって平均距離近似式 が導 出 されて いるい くつか

のケースと, 既存研究で平均距離 が導 出 されているケースとを取 り上げ, それ

らの相互関係を付録の図に示 してお く. ただ し, 同付録 で, 斜線 が付されて い

る領域は 円盤や矩形の周 および 内部 を意味 し, 白抜 きの領域 は周 を意味 する.

また大 きな ドッ トは点を意味す る.
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討論 (DISCUSSION)

地域間距杜 と地域の形 栗田 治､腰壕 武志 く筑波大 ･社工)

C.物理では､距離についての分布関数が問題にな りX線の散乱実験などで枚測

され るので､ いろいろな形について計算が行われています｡

冨田 博之 (京大 ･教養 ･物理)

C.遠方か らは一点に見え るものが､近づ くと大きさ､形､向 きという属性が現

れる｡ それを距離の逆数で展開する見方で考えることは､物理のことばでは

丁度､多重極展開に対応すると思 います｡ 小川 泰 (筑波大 ･物理エ)
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