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序

現代科学を滴性化する新しい概念として､カオスとフラクタルが広範な分野において

脚光を浴びている｡非摂動論的な非線形現象の典型例であるカオスについては､その発

生のシナリオは最近の研究により､かなり解明されてきた｡ところでカオスを総合的に

理解するためには､シナリオ等の "genesisofchaos''のみならず､カオスの中味を問

題とする "logosofchaos''の研究が不可欠である｡そこで我々はカオスの本質の多く

は解析が容易な小自由度カオスに内在しているとみなし､これを解明する方法論として

P揺動スペクトル理論Jとp-般相関関数の方法JIを開発した｡これにより小自由度カ

オスの研究は新しい時代を準えた｡これを量子論の歴史にたとえるならば､いまや前期

量子論の時代は過ぎ､本格的な量子力学の時代に入ったといえよう｡このときSchrb'-

dinger方程式に対応するのが時間推進演算子 (一次元写像系ではq一次 Frobenius-

Perron演算子)の固有値方程式である｡この方程式の最大固有値より相似指数入qが得

られる｡このAqとそれのルジャンドル変換により得られる関数によって揺動スペクトル

理論は構成される｡この理論により､カオス系の長時間的 (global)挙動に内在する拡

散的性黄とそれに相補的な間欠的性質を統一的に解析できる｡揺動スペクトル理論は熱

力学形式を構成しており､これによってカオスの統計熱力学が完成したといってよい｡

他方､固有値のセットを用いることによって一般相関関数の方法は得られる｡この方法

は､従.束の相関関数の方法 (パワー ･スペクトルの方法)を含む一般形式を構成してお

り､カオスのダイナミックスを統一的な観点から取り扱える新しい方法論になっている｡

この一般的方法により､従来のパワー ･スペクトルは時系列の拡散的側面しか捉えてい

ないことがわかる｡

揺動スペクトル理論と一般相関関数の方法は一般の定常時系列にも適用でき､極めて

応用範囲が広い｡カオス研究によって､カオス以外の問題にも適用できる新しい方法論

が開発されたことは､カオス自体の解明とともに､カオス研究の輝かしい成果だと思う｡

なお､この報告書をまとめるにあたって､我々の研究室の大学院生である､田辺潔､

萩原竜一､山口彰､仮屋広美の拍君に原稿のタイプをしていただいた｡ここに謝意を表

します｡

井上政義 (鹿児島大学理学部)

藤坂博一 (鹿児島大学理学部)

山田知司 く九州工業大学工学部)
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§1 相似指数 Aqと 一般相関関数 Q£q)の導入

ここではカオス ･マップや実験などにより定常な時系列 tuJ;j=0,1,2,- i

が与えられたとする｡まずスケール依存平均値αnを次式で導入する

･n≡主旨こuJ

揺動量であるα｡の揺らぎはnの増大とともに小さくなり､次式が成立する

liJ)αn= < uJ･>
n+0

このα｡より自己相似変数A｡を次の様に導入する

A｡= exp(nαn)

(ト1)

(1-2)

(1-3)

この変数の比 A｡.I/ An(=exp(u｡))は tu J Iの定常性より､ある平均値のまわり

で揺らぐ量になっている｡この意味でAnは自己相似性､拝しくは統計的自己相似性をも

っている｡時系列の統計的性質はAnのq次モーメントMq(n)により解析される｡この

モーメントを次の棟に表す

Mq(n)≡ <Anq> = Qn(q)exp(q入qn)

ここでQfiqlは次の意味でglobalな性質をもっていない｡即ち

捷 吉lnQまq'- 0

これより入qは次の様に表すことができる

Aq-吉捷 吉lnMq(n)

(1-4)

(1-5)

(1-6)

ここに導入された二つの関数､Aq､QEq)が 我々の新しい方法論の出発点である｡時

系列 IuJ )の長時間にわたる性貴 (staticあるいは globalな性貿)はAqによって

解析され､ fu J iに内在する相関 (dynaDics)はQn(q)により調べられる｡

カオスの研究では､しばしば抽象的な系が用いられる｡抽象モデルの役割と意義につ

いては§5-4に埋べてある｡また研究が数学的遊戯に堕することがないように､モデ

ルとしては自然現象の本質的特徴を表現している簡潔な系を採用し､それを解析すると

きは従来の伝統的物理学との接点を求めそれとの内的関係を探求する必要があろう｡

(3)



§2 招動スペクトル理論

2-1 拡散性と間欠性の相補性とスケーリング則

時系列の長時間的挙動の特徴は入qによる解析方法からみると以下に述べる二つの側

面がある｡この特徴がどのようにしてAqによって捉えられるかを調べる｡

1可を次の様に展開する

ここで

(X〉

Aq= E xTtq.n~1,
n-1

∩

xn≡÷ T 旗 ` (j,q･;)'C･

(2-1)

(2-2)

上式の<･･･>Cはキュムラント平均である｡展開の収束半径をKとしたとき､Aqは

次の二つの領域に分けられる｡

(1) Iq暮くく x ; 拡散領域

この領域ではえqは次の棟に展開できる｡

入q=入q_8+Dq +･･･, (2-3)

ここでAq.Oと D は時系列の平均値および拡散係数をそれぞれ表している｡即ち

Aq.o=< uJ>,

D -( 普 )- I
∩-1 ∩-1 2

≡lin < (E ｡u j -<冒 ｡u J > ) >/2n･n+0

(2-4)

(2-5)

この領域は平均値と拡散係数で特徴づけられているので､拡散筒域と名づける｡時系列

が純ガウス過程の場合､厳密に1q=Aq,D+Dqが成立する｡これが時系列の一つ

の典型例であり､熱雑音によるブラウン運動がこの過程で理想化できる｡また､純間欠

カオスではこの領域がなぐなる｡

(2) lql>> ∫ ; 間欠性韻域

この領域では入qは次の様に展開できる｡

入q-入8･- 喜 一〔与8･ const･eXP(-γS lqI)〕 ･ - ･,

(2-6)

ここでSはe=土を表し､Ts>0､γ8>0である｡

この績域は入C中とラミナー状態のコヒーレンス時間TSで特徴づけられるので､間欠性

(4J



韻域と名づける｡この韻域の意味および解釈は§2-5の例を調べると良く理解できる｡

一つの時系列は拡散性と間欠性という二つの側面をもっている｡これは一つの物体で

もそれが高温で示す性質と低温で示す性質をもっているのに対応している｡また拡散性

と間欠性は互いに相補的であると理解できる｡これらついては§5-3において調べる｡

全領域にわたってスケーリング則が得られる場合がある｡これについては§2-3,

§2-4,および§2-5において具体例が示される｡この場合は､二つの領域に内的

関係があることをスケーリング則は示している｡スケーリング則はカオスという複雑な

運動の中にひそんでいた法則である｡カオスの物理学では､より普通的な法則の書架Rお

よび法則の体系化､実験との比較､応用が課題となる｡
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2-2 熱力学形式

巨視系の過渡現象の扱いは一般に困難である｡ところが過渡現象を示さないaged系に

対しては､統計熱力学を構成することができる｡カオスにおいても過渡過程の解析は難

しいので､我々は定常カオスのみを取り扱ってきた｡対象を定常カオスに限れば､以下

に述べる定常カオス理論を我々は構築することができる｡この理論は熱力学形式を捕成

している｡そこで定常カオス理論と統計熱力学の関係を調べることにする｡

定常カオス理論と統計熱力学のパラレリズム (parallelisE))は､それらの基本的立脚

点の共通性によって成立する｡それは

(A) 問題とすべき性質 (坤理量)として "長時間にわたる大局的性貴 くglobal

property)"を考える｡

(B) 大局的物理量として "指数的特性量の極限値''を採用する｡

まず統計黙力学の理論形式を復習する｡粒子数N､体積Ⅴの系のエネルギーを

E(N,Ⅴ)とすると､この系の分配関数Zは

Z(N,β,V)=SdEE2(N,β,Ⅴ)e-βE(N･V),
■■

8

=< expトβE(N,V)]>,

ここでE2(N,β,V)は状愚密度､βは逆浪度である｡ヘルムホルツの自由エネルギー

Fは

F(N･β,Ⅴ)ニーか nく e叩 トβE(… )】,･ (2-9)

上式で､β=-βと取れば､Zはモーメント母関数､-βFはキュムラント母関数と

なる｡また､β=-iEと取れば､Zは特性関数とみなせる｡巨視系の熱力学量を導くた

めには､熱力学的極限を取る必要がある｡特に､相を定義するためには､この操作が必

要不可欠である｡極限を取った-粒子当りの自由エネルギーは次の様に表せる､

f(V･β)ニーiNl主空走ln<expl-βE(N･V)],･ (2-10)

ここでV(=V/N)は一定としている｡

極限操作 N.+- によって､巨視系の本草的性質 (bulk.property)が抽出される｡

-βf(V,β)は､もはやキュムラント母関数ではなく､逆変換によってQ(N.早)杏

求めることはできない｡即ち､情報の縮約が行われている｡

ところで定常一次元時系列 IuJ )の相似指数 (1-6)式は次の様に書ける｡

入q-与如 意 ln<exp(qUn),I

(6)

(2-ll)



∩-1
U｡≡ Ⅰ: uJ .jJB

式 (2-10)と式 (2-ll)を比較すると､次の関係を得る｡

統計熱力学

定常カオス理論

f(β) E(N) N β

Aq -Un n q

(2-12)

即ち､入qを自由エネルギーとみたて､qをβ､nをN､そして-UnをE(N)に対

応させれば定常カオスの熱力学形式が得られる事を示唆している｡

実際､この熱力学形式は次の様にして得られる｡まず揺動量αnがある偵 α'をとる

確率密度β｡(αJ)を導入する｡この確率密度を用いるとq次モーメントMq(n)は次の

様に表せる｡

Mq(n) ～ Spn(α')exp(qα'n)dα'.

大きなnに対して､pn(α一)は漸近的に次の様に書けると仮定する｡

pn(a') ～ expl-nJ(α')】,

ここでcT(α')は揺動スペクトルであり次の性質を持つ｡

6(α一)≧ 0 , 6′′(a')≧ 0.

(2-13)

(2-14)

(2-15)

nが増大するにつれ､αnが α一 という値を取る確率は減少していくが､

その減少の速度をスペクトルq(a')は表している｡鞍点法を用いると (q,入q)から

(a,q(α))に変換するLegendre変換が得られる｡Tこれは次の様に与えられる｡

･(q)- 孟 (qAq)I

6(α)-q2計 -qla一入q]･

上の関係式からわかるように､熱力学との対応は､

q : 逆温度

入q : 1粒子当りへルムホルツ自由エネルギー

α :1粒子当り内部エネルギー

q : 1粒子当りエントロピー

これより (q,Aq,a(qJ.,6(a))は熱力学形式を捕成していることがわかる｡

ところでβは 逆温度であるという明確な物理的な内容をもっている｡qはモーメント

の次数であるから､このままの解釈では上記の対応は形式的なものに留まる｡そこでβ

とqに共通する意味を探ることにする｡相似指数Aqについては次の様に解釈できる｡

間欠性韻域 q≫〟(q≪ 〟)では大きなU｡(小さなU｡)が主要にAqに寄与し､

(71



■h(a) ô'qA _也

入 句 A_匂 .ヽ__

(b)
㌔

0
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Fig･2･1･･Schematicformsof 入q, α(q)ando(a)･

(8)



q=0の場合はアンサンブル ･メンバーのどれもが一棟にAqに寄与している｡統計熱

力学では､低温β>>1では小さなエネルギーをもつ状態が主に寄与し､無限大温度

β=0では､どの状態も一様に寄与する｡このようにβとqは寄与をコントロールする

パラメ-タ一になっている｡そこで我々はβとqの共通の意味を表す新しい概念として

"filteringparazBeter"を導入する｡ここでいう filterはプーリェ成分のフィルタ

ーや､単に重みづけ (Wlal+W2a2 + ･･･ ;における W)のパラメーター

ではなく､指数的特性量 f(V,β) (入q)への加算的量E(N,V)(Un)の寄与を

(2-10) ((2-ll))のようにコントロールしているものである｡

拡散的韻域 (lql≪ 〟)と間欠的韻域 (lql>>〟)での漸近型を求める｡拡散的統域で

は､

α = 入匂+2Dq,

6(α)≡ (a4-DAa)2･

が得られる｡式 (2- 19)に示されている6(a)のa=入8近傍の放物線曲線は､中央

極限定理の結果として知られている｡すなわち､揺動スペクトル6(α)が最小になるα

の値がuJの平均値であり､この点における6(a)の曲率よりujの分散が求まる｡これ

に対して､間欠性鏡域では､

α一入土中∝ exp (-γ±lql),

6(α)-⊥ ∝Iα一入土.llnIα一入土.I.r±

上式は拡散的積域での結果 (2-18)､ (2-19)と著しく異なっており､一般に

摂動論的に両者をつなぐことはできない｡拡散的績域の性質は従来から注目されていた

性質であるが､間欠的領域の性質は我々によって初めて明確に特徴づけられた性質であ

る｡間欠的績域の現象は､一般に出現確率が小さく無祝される場合が多いが､純間欠過

程の場合は､拡散的領域の広さが無限小となり間欠的性質のみによって過程を特徴づけ

ることができる｡

αの変域は久一⇔≦α≦人中であるから､α>入⇔とα千人一･ではpn(α)=0｡これより

a >人中とα<入_中では6(α)=∞である｡揺動スペクトル,入qおよびa(q)の概略図

を図2.1に示してある｡

うえにq,Aq,αと6(αが 黙力学形式Kを構成していることを示したが､これと異
′ヽ ′ヽ ′ヽノヽ ′ヽ ′ヽ

なる変数の組q,入毒,αと6(a)によっても熱力学形式Kを構成することができる｡形
′ヽ

式Kから形式Kへの変換は2個の変数の関係より定まる｡例ネば変換T(a,b)は
ノヽ
q =a･q+b , (2-22)
ノヽ 〈
^毒 =-(q/q ) Aq . (2-23)

(9)



ここでaとbは定数である｡このT(a,b)を用いると

; 千-a/a･
′ヽ ′ヽ
q(α)ニーba/a-6(α).

次の章で､変換T(a,b)の具体例が示される｡

この節において入qを使いa(q)と6(a)を導入し､組(入q,α(q),J(α)池甥無力

学形式を構成していることを示した｡この形式および これを用いて行う解析方法の結休

を ｢揺動スペクトル理論｣と呼ぶことにする｡

2-3 複素分配関数によるカオス転移の分類

揺動スペクトル理論と統計熱力学の形式的頬似性について前節で調べた｡統計黙力学

においては､複素大分配関数を用いたYang-Leeの相転移論がある｡これに倣い揺動スペ

クトル理論の複素分配関数Z(Z)を次式で導入する｡

Z(Z)= exp(zAz). (2-26)

方程式Z(2:)=0の根の分布よりカオス転移を分類することを試みる｡以下いくつかの

例について調べる｡

(A)カオス拡散のモデル

拡散は多くの場合､熱雑音によって生じる｡ところがカオス運動によって.も拡散が生

じる場合がある｡単位時間当りの粒子の位置変化Aは､jを離散時間としたときX jの関

数とする｡xJはマップf(x)によって変化するとし､マップとして次のベルヌーイ変換

B(p,1-p)を採用する｡

くⅩ/p･ (0≦Ⅹ<p)
f(x)=i

(Ⅹ-p)/ (1-p),(p≦Ⅹく1)

(2-27)

ここでpはコントロール ･パラメーターであり､その変域は0≦p≦1とする｡位置変

化Aは次の規則より与えられるとする｡

く0･ (0≦Ⅹ<p)
A(xj)=i

(1,(p≦Ⅹく1)

この場合の相似指数Aqは､ujとして△(X J)をとると次のように求まる｡

aHOl

(2-28)



Aq= 1-q-1nlp+ (1-p)eq ] ･
(2-29)

ドリフト速度は入8(=1-p)であり､拡散係数はD=p (1-p)/2である｡コン

トロール ･パラメーターがp=0･(1)のとき拡散はなく､Aqは一定値0(1)をとる｡

この場合の複素分配関数は､ (2-26)と (2-29)より

Z(Z)= p+ (1-p)ez.

上式のZ(Z)を用いた方程式Z(Z)=0の根Z｡は次のように求まる｡

zn=1n lp/ (1-p)]+ (2n+1)lei.

(n=0,±1,±2,･･･)

(2-30)

(2-31)

式 (2-30)のZ(Z)は超越整関数であり一位の零点をもっている｡この零点と楓ま

一致している｡無限個の根がRe(Z)=1n 【p/ (1-p)]という線上に等間鴨2

花で並んでいる｡任意のpの値にたいして実軸上に根はなく､拡散の発生点p=0(1)

において根がリーマン球面の北極に集積する｡この集積が転移に対応している｡板の分

布とAqのq依存性を図2.2に示してある｡

(B)局所リヤプノフ指数の揺らぎ

一般に局所リヤプノフ指数は揺らいでいる｡この揺らぎはuJとしてuJ=1n

lf′(XJ)Iを採用すると､この変数にたいする入qより特徴づけられる｡先に用いた

(2-27)のマップの場合､Aqは次のように計算できる｡

Aqニーナ 1n lp-p+(1-p)1-p]
(2-32)

この人qは関係式入q(1-p)=入qpをみたしている｡ドリフト速度九〇ニーplnp

- (.1⊥p)ln(1-p)は､この場合､従来のリヤプノフ指数入=くlnIf′(x)日

に等しい｡リャプノフ指数の揺らぎの拡散的性員はD=d入q/dqIq.8=【p(1-

p)/2】 【ュn i(1-p)/p)]より特徴づけられる｡最大リヤプノフ指数と最

小リヤプノフ指数はそれぞれ1〇三Max 【-1np,-1n (1-p)]と1_⇔=
Min t-1np,-1n (1-p)]より与えられる｡式 (2-32)の場合の複素

分配関数は

Z(Z)=p卜Z+(1-p)1-Z.

このZ(Z)による方程式Z(Z)=0の根は

zn = 1+
2n+1
1-p)/p

BM醒

7r i .

(n=0,±1,士2･･･)

(2-33)

(2-34)
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この場合もZ(Z)の一位の零点と根は一致している｡板はRe(Z)=1という線上に等

間隔で並んでいる｡その間隔は I2/1n l(1-p)/p]Iであり､これはpに依

存している｡二つの極限の場合 (i)p=0(1)と (ii)p=1/2がある｡

(i)の場合

コントロール ･パラメーターpを0(1)に近づけていくと､非常に間欠的なカオスが

p=0(1)でとまる｡このとき､qで微分したAqの値がq=1のところで対数的に発

散し､根がZ=1のところに集積する｡これは実根の出現と転移が対応していること杏

蓑している｡

(ii)の場合

揺らぎはp=1/2でなくなり､Aqは一定値1n2をとる｡このとき根はリーマン

球面の北極に集積する｡

この場合の根の分布と入qのq依存性を図2.3に示してある｡

(C)自発的対称性の破れ

拡張されたマップf(Ⅹ)=Ⅹ+rsin (27rX)の間欠転移点r=r太く=1)の近

くではuj= u(XJ)を次の規則で与えるとAqのスケーリング関数が得られる｡

く1･tx l(f(Ⅹ)- 【Ⅹ】)>11･
u(Ⅹ)≡ i0,lx 10≦ (f(Ⅹ)- 【x】)≦11,

(-1,(Ⅹl(f(Ⅹ)- 【x】)<OI,
(2-35)

ここで 【x】はxの整数部を表している｡

コントロール ･パラメーターrがr<rxのとき､Aqについて次のスケーリング関数

を得る｡

入q-÷-tan-I【若 】･ (2-36)

ここでq米はスケーリング ･パラメーターであり､次式で与えられる｡

qx= (2/7ED). (2-37)

この場合､拡散係数Dはr=r女で発散する｡臨界点の上r>rxTは､拡散を伴わない

ドリフト運動､すなわちUj=±j､が現れ､入qは+1か-1のいずれかをとる｡この

選択は､初期条件によって決まる｡つまりr=rxで自発的対称性の破れを伴う転移が起

こっている｡式 (2-36)の複素分配関数は

Z(Z)=exp 【A(Z)】,

(13)

(2-38)
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ここで

A(Z)≡ ｣まム tan-1 [志 ]7r (2-39)

この複素分配関数は多価関数であり､一対の対数的分岐点をZ=±iq兼にもっている｡

これはta･n-1 lz/qま】= (1/2i)lnl (1+iz/qX)/ (1●-iz/qx)]

という関係式より求まる｡

方程式Z(Z)=0を解くために､A(Z;)を次のように実数部と虚数部にわける｡

A(Z)= ⊥旦且【x′tan-I7r
2x

1 -x′2-y --y,tanh-. T T# .i

･i ty′tan-. 瑞 +x′tanh-. -iH l ] ･(2-40)

ここでXとyは､それぞれZの実数部と虚数部であり､x′≡x/q米,y′≡y/qまで

ある｡

転移点に近づくと (2-37)よりq文→0となるからlxl→∞となる､このとき

tan-1 [2x / (1-x′2- y′2) 】 lxJけ○=n7r;(n=0,土1,土2,- ･)が

成立する｡これより (2-40)の右辺の実部の第-項がZ(Z)=0の根を与えること

がわかる｡この根はリーマン球面の北極に集積する｡また実部の第二項は2根 (x,y)

= (0.±qX)､すなわちZ=土iqx､を与える｡これは対数的分岐点と同一である｡

この2根は転移点で原点21=0に集まる｡-この場合も実根の出現と転移が対応している｡

この場合の根の分布とAqのq依存性を図2.4に示してある｡

転移にはえqのq依存性よりみると2つのタイプがある｡コントロール ･パラメー

ターを臨界点に近づけると (a)Aqのq依存性がなくなる (b)Aqがあるq=q,の

ところで特異性をもつようになる｡これを方程式Z(Z)=0の根の分布でみると､ (a)

の場合は根がリーマン球面の北極に集積し､ (b)の場合は根がZ=q,に集まり､実根

が出現することになる｡

2-4 対称性の破れを伴うカオス転移

次のマップで生成される時系列を調べる｡

くf◆(Ⅹ) for x∈E2･≡ (0･1】,
f(A)= i

(f-(x) for x∈S2_≡ 卜 R,0),

(2-41)

ここでf◆(Ⅹ)とf~(Ⅹ)は相似である､すなわちf-(x)ニーRf◆(x/R) (f±(0)

=0)｡ f◆(Ⅹ)は領域0.で準連続な不変測度をもつとし､チャンネルU.≡ (1-8.

,1】を通して位相点がE2.からELへ移るとする｡また､f◆(Ⅹ)はただ1つの極大値を

(15)
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x ≡Ⅹ◆nでもち､その周りで､f◆(x)=1-C (x-x◆n) 2と展開できるとする｡こ

こでCは正の定数である｡マップf(x)の典型例を図2.5に示してある｡数値実験を行

うに際し次のマップを用いた｡

f'(x)=4Ⅹ (-x+1-8.)/ (1-8.)2. (2-42)

ここで8.(>0)は領域 W.の幅であり､これをコントロール ･パラメーターとする｡

転移点はS.=0で与えられる｡

位相点がE2.(EL)からEL (E2.)へ移る確率をp +(p.)とする｡この場合の不変測

度はp(x)≒C-1/2p(Ⅹ◆n)(1-Ⅹ)⊥1/2;Ⅹ∈U.であるから､

p t =Sp(x)dx≒2p(Ⅹ◆n)(8./ C)I'2,
u ◆

同様にして､

p◆=Sp(x)dx≒2p(x/ n)(E_R/ C)1'2
U _

ところで転移点ではp(Ⅹ◆.)/p(x~.)=Rであるから､

p◆=p◆ ≡ p/ 2∝8.1/2

(2-43)

(2-44)

(215)

同一の韻域に留まる平均の時間T,.(residencetine)はTr.=p~1∝S.~l′2となる｡

転移点近傍の ｢対称性めダイナミサクス｣と｢間欠性の発達｣を解析するために､次の

2つの粗祝化を行う｡

G(x)≡
′

＼
Jtl.
(

1 (Ⅹ∈E2.),

- 1 (Ⅹ∈EL ),

く 1 (x∈W±),

g(x)=乏 o (｡thervis.),

(2-46)

(2-47)

ここでg(f(x))=lG(f(x))-G(Ⅹ)l/2.
粗祝化を行うまえの3つのタイプの時系列と､上記の粗祝化の例を図2.6に示して

ある｡

G(x)を対線性変数､g(Ⅹ)をバースト変数と呼ぶことにする｡

(A)対称性変数のダイナミックス

バーストは互いに独立だと仮定すると､2時間相関関数Co(t)は次の型にかける｡

Co(t)≒ exp (-t/To) (2-48)

u7)
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Fig.2.6. When thesysPm issufficiently abovethe
Atr.ansitionpointlmigrationprocessesOver X <O

and x>Ofrequently occur (a)･ As thesystem
appTOaChesthe transitionpoint,theinteTmit-
tency characteristicdevelopes 〔b)･- Justatthe
transitionpoint,nomigration isobserved (C)･
Remainingthreefiguresshow the･construction of

c.arse一grainedvariables.q(Ⅹ)and g(x)from the一′∧ ■l･･■ヽヽ
Eqs.(2二46)and(2-47))
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ここで､

TG= 1/1n (1-2p)~t ∝ 8.-1'2 (2-49)

は相関時間である｡これより､拡散係数DQは

D｡≡ (1/2)coth (1/2To) ≒ TQ∝ S.~t/2, (2-50)

と計算される｡コントロール ･パラメーター8 .が臨界点0に近づくと､拡散が異常に大

きくなるが､これは相関時間が長くなることによっている｡この結果は数値実験と一致

している｡また､ (2-48)から導かれる､パワー ･スペクトルS(u)≒sinh

(1/TQ)/ 【cosh(1/TQ)-COS U]も数値実験と極めて良く一致する｡

.=れはバーストの独立性の仮定が正しいことを示している｡

次にAqを用いてG(Xl)を解析することにする｡対称性より､入_q=一入q ;E.>

0､また臨界点の近くではA.(A_●)=1(-1)｡臨界点に近づくとDoが大きくな

るので､拡散領域の巾x｡はKQ-1/D0-8.1'2に従って小さ.くなる｡これは臨界点近

傍では､間欠性が発達することによっている｡Aqの数値実験の結果を図2.7に示して

ある｡

臨界点の近傍では､図2.8に示しているように､スケーリング則が成立する｡ここで､

qま ≡ 2(7rDQ)-I ∝ S .1'2 (2-51)

は拡散領域と間欠領域の境界を推測するときに用いられる｡すなわち境界はq≒qxのと

ころである｡スケーリング関数は次のように与えられる｡

･qニー㌃arctan (莞 )

これは､図2.8において実線で表されている｡

(B)バーストのダイナミックス

C (t)の運動方程式において記憶項を無視すると､次式を得る｡

Cg(t)≒ Cg(0)(-1)_texp(-t/Tg),

(2-52)

(2-53)

ここで･Tg=-1/1nlCg(1)/Cg(0)I｡バーストは互いに独立であるという仮定
を用いると

Tg.∝ (1nS'.~l) -1, (2-54)

Dg* Cg(0)tanh (1/2Tg)/2

≒ p/2 =1/4DG ∝ 8.1'2｡ (～-55)

対称性変数G(x)の喝合と逆に､臨界点に近づくと､相関時間r9と拡散係数D9は零に

価)
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近づく｡これより､8.→0ではパワー ･スペクトルは白色雑音型で近似できる｡すなわ

ち

S(W)/cg(o)≒sinh (1/ Tg)/ 【cosh(1/ Tg)+ C､os u】→1｡
臨界点近傍ではTgは小さくなるので､バーストはランダムに発生すると仮定できるから､

Aqは次のように求まる｡

1qr≒十 1n l1+2Dg(eq- 1)],

ここでDg≒p/2を用いた｡次の量を定義する｡

qc=1n (1+1/2Dg) ∝ 1ne/1'2

これを用いてqの績域を分けると､

Ag ≒ 2Dg一旦 苦 土 ･ (q<<qc)

* 1 - % ･ (qD qe)

(2-56)

(2-57)

額域q≪ q.では､AqはDgと同様にE.→0のとき小さくなる｡このときの(eq-1)
/qの部分はポアッソン過程のAqと同型である｡ところが､q≫ q.ではq--のと

き1可は1に近づくが､これは図2.9に示している数値実験の結果と異なっている｡こ

れは相関の効果によるものと思われる｡

式 (2-56)よりスケーリング則としてAq/2D=(eq-1)/qを得る｡これを

数値実験と比較したものを図2.10に示してある｡スケーリングの境界qcは臨界点近

傍では大きくなるので､バースト変数gのダイナミックスは､ポアッソン過程で良く近･

似できるようになる｡

(A)の場合はqの全領域にわたって良いスケーリング則を持たが､ (B)の場合は､

バーストの相関のためにqくくq｡の領域のみにおいて､スケーリング則を得た｡このよ

うに1つの時系列から出発しても､その時系列のどの側面をみるかという粗祝化の違い

により､異なった結果を得た｡このことの重要性については§5-7で再び論ずること

にする｡

以上の議論は､カオスーカオス転移の典型例である､･バンド分散現象の場合にも応用

できる･｡このときのマップはf(Ⅹ)=f,2(x)≡f,(fr(羊))､ここでf,(x)はロジス

テイク･パラボラfr(Ⅹ)ニーx2-2rxである｡バンド分離はr=r｡=0.83928-で

起こる｡この場合のコントロール ･パラメーターとして6≡r-rcを取ると､上に展開

された議論と全く同様になる｡

(22)



Fig.2.9. Numerical resultsofsimilarity expo-

nentsforg(xj)･Theparameter E+,Which
isappearsinEq.(2-42),is taken as (a) 4×

10-4,(b)10 - 4 and (C)1.225x10-5.

Fig･･2･10･ Scalipg lawsof 入qforbursts･ The
solid linesare (eq-1)/a (Eq.〔2-58)). Data are

the same asin Fig.2.9. Symbolso,Aand + in-

dicatenumericalresultsfora,b and c,re-
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2-5 純間欠カオスの臨界現象

時系列の拡散的性貴 (平均値,分散,･･･)については従来から良く調べられている｡

ところが間欠的性貴はキュムラントの高次展開を用いても解析できないので､この性賢

の研究は殆どなされていない｡我々の方法は両性貝を統一的に解析できるので､間欠的

性質を強くもつ時系列は､揺動スペクトル理論の良い適用例となる｡そとで､極限にお

いて純間欠性を示す時系列を導入し､これに揺動スペクトル理論を適用することにする｡

このタイプの時系列 tuJ)の一つを次の様にして作る｡変数ujは XJの関数とし､

XJは XJ.- = f(XJ)で生成されるとする｡マップf(x)としてベルヌーイ変換

B(P,lワp)を採用する｡即ち､

f(x)≡
rttJl/し

x/p (0≦x<p)

(Ⅹ-p)/(1-p) (p≦Ⅹ<1)

ここでpはコントロール ･パラメーターであり､変域は0≦p≦1とする｡

上記のマップを用い､時系列 IuJIを次の様に定義する､

uJ(Xj)=

(

.ノーノlヽ

p/a≡ (0≦XJ<p)

ut2)= (b-a)/(1-p) (p≦Ⅹj<1)

(2-60)

(2-61)

ここでaとbは定数であり､u(‖ >ut2)､即ちa>bpを仮定している｡定数bは時

系列の平均値を与えている､即ち b=<uJ>=puHI+(1-p)uく2) ここで

<･･･>はマップf(Ⅹ)の自然な不変渦度を用いた平均を意味している｡いまの場合

は､この不変測度p(x)は p(Ⅹ)=1である｡

コントロール ･パラメーターが臨界値0(1)に近づくと図2.11に示した様に､時系

列は強い間欠性を示す｡

この時希列に対するAqは次の様に求まる｡

･q- 号 lnlpeq(a'p)+(i - p)eq(b~a)/(1-p)】 (2-62)

相似指数入qのp依存性を図2.12に示している｡pが0(1)に近すくとAqは逆L

字型になり､入q..(=<uj>)は､図の棟に連続した値を取りうるようになる｡この時

系列の場合､拡散係数D=(a-bp)2/ 【2p(1-p)】､3次キュムラント係数x3=

(1-2p)(a-bp)3/ 【6p2(1-p)2】と計算できるので､Aqの収束半径xはx≒

D/ ]x3l=3p(1-p)/ I(1-2p)(a-bp)I(p≠1/2)と求まる｡これよりpが

初
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Fig.2.ll. Timedevelopmentofthe intermittency
chaoswhereparametersare takenasa=0.1and
b=-0.1andp=0.1,and the initialcondition

ischosenasxo=0･1473･

Fig･2･12･lqvsqfor severalvaluesofpwhere
parametersaregivenby a=0.iandb=-0.1.
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臨界値0(1)に近づくと､この時系列は純間欠的性質を示すことがわかる｡この間欠カ

オスでは､ラミナ-状態の平均持続時間TはT=1/p(1/(トp))であり､バーストの

強度u 1̀7はu‖'=a/p (uf27= (b-a)/(1-p))であるから､pが臨界値0(1)に近

づくとTもuH)は大きくなり発散する｡そして､大きな 1つのバース トと.1つの小さく

て長いラミナーが統計的につりあい､平均値<uJ>が一定値bを持つようになってい

る｡

このような間欠カオスでモデル表現できる自然現象の一つとして雷がある｡富の現象

では､ゆっくりと集積した電荷が短時間の内に､放電を突然する｡この例では､バース

トが放電､ラミナ-状態が電荷の集積に対応している｡

式(2-62)を式(2-16)に代入すると次式を得る｡

α_干q)- 1apee,I::,'pp;三 '(三 二 ; ',ee:(ebb--aa;,I(':::;

(2-63)

αの最大値a."および最小値αminは､それぞれαmxとα(∞)=uH〉=a/p､

α.in=α(-∞)=u (2〉=(b-a)/(1-p)_で与えられる､ただし um >u (2) を用

いた｡これよりα｡の揺動の範囲は α(-00)≦α≦α(00)である｡また平均値<α｡>=

bはα(0)で与えられる｡α∩･=αの実現の鹿率は(2-14)式で与えられているように

6(a)から求まる｡即ち､揺動スペクトルより､揺動量αnの平均値､揺動の範囲および､

ある値の実現の確率がわかる｡また揺動の分散は d26(a)/dα2Iα=,L｡より求まる｡

式(2-17)と(2-63)より､揺動スペク トルが次のように計算できる｡

αdp(ト p)

α(α)= ln

A(α)≡
ここで

pA (α )da(1-p)+(ト p)A(α)a(b-a)p

a-α

(2-64)

I d= pl-a (2-65)

揺らぎの範囲より pn(α)=0 ;α>a(∞)および α<a(-∞)であるから､

a >α(∞)と α<α(-∞)では 6(α)=∞ である｡a-o'(α)曲線で表現された

6(α)のスペク トル構造が図2.13に示されている｡スペクトルはα=<αn>=bで

最小値♂(α)=0をとる｡この最小値の近傍でα(α)は漸近的に次のように展開できる｡

6(a)≡ (α-b)2 + ･･･ (2-66)

平均値α=<α｡>=bの近くは放物曲線になっており､これが中央極限定理の結果に

対応している｡この放物曲線((2-66)式の展開の初項の第 1項の係数 )が純間欠カオ

ス転移点p=0(1)消失するという重要な結果を(2-66)式は示している｡

他方α=a ± (α.≡α(+∞),α_≡α(-00))の近傍では6(a)は次の様に展開できる｡

(26)
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6(a)- ‡了 f lb-TbPL Iα-αillnIα-a±卜 . (2-67)

ここでT.(=1/ln(1/p))と T_( =1/ln【1/(1-p)i)ラミナ-状態のコヒーレン

ス時間である｡上式は､α∩が平均値より大きくずれて実現する確率を特徴づけている｡

臨界点p=0(1)の近傍では､揺動スペクトル(2-62)式に対するズケーリンク'RJ]を

求めることができる｡これは次の様に表せる｡

9igi= S(yE)
PS

S(y)≡ (1+sy)ln(1+Sy)- ey

ここで

(2-68)

(2-69)

上式で､S=+ と E=- はそれぞれ p-0 と p.+1 に対応しており､p.≡p,

p_=1-p,y.=α-b,y_≡(α-b)/(a-b)である｡図2.14にスケーリング

関数 (2-69)式とスケールされた揺動スペクトルが比較されている｡

パラメーターqを複素変数Zに拡張し､複素分配関数Z(Z)を Z(Z)=exp(zAq)

で導入する｡方程式 Z(Z)=0 の根を求めると､入qが(2-62)の場合は､

(n=0,±1,±21-･)

この場合､Z(Z)は超越整関数であるから､根はZ(Z)の1位の零点と一致している｡

コントロール ･パラメーターが p一事0(1)のとき根が原点に集積する｡即ち､実根の

出現が転移に対応している｡

価)



§3 -般相関関数の方法

3-1 一次元写像系 (固有関数展開の方法)

前節では時系列の長時間にわたる大局的な性質を揺動スペクトル理論を用いて調べた｡

この節では､時系列の時間的相関を調べる新しい方法について述べる｡時系列の統計的

性質はモーメントMq(n)より求まるが､Mq(n)は式(1-4)に見られるように Aqと

Qよq)より捕成されている｡時系列が純確率過程の場合は Qn(q)≡1となり､時系列は

Aqによってのみ特徴づけられる｡また､時系列が周期Tの周期過程の喝合は､Floquet
の定憩より､Qよq)は周期Tの関数となり､Aqは一定傾くun>=(1/T)

I-1
冒｡uJを

取る｡一般の時系列の場合は､大局的性質は入qによって､時間相関はQよq)より解析さ

れる｡

一次元写像によって､発生される時系列め一般時間相関を調べることにする｡関係式
I 1
Sgl(Ⅹ)g2(f(x))dx= SlHgl(x)】g2(x)dx8 8

を用いるとモーメントMq(n)は次式より計算できる｡
1

M q(n)= S lHq】 np(Ⅹ)dx
8 ､

ここで Hq は次式で定義される線型演算子である｡

HqF(x)≡ ～♂(f(y卜 x)equ(y)ど(y)dy
l

8

= H 【equくⅩ)ど(x)】

(3-1)

(3-2)

(3-3)

この Hq で q=0 にとると Frobenius-Perron演算子になる｡演算子Hq の固有値

方程式を次の様に書く｡

H.甘去α'(x)= expト ∈iα'] V去α'(x)

(a:0,1,2,-･,H)

(3-4)

不変測度p(Ⅹ)がHq の固有関数甘iα'(x)を用いて次の様に展開できると仮定する｡

∩

p(x)-昆 扇α'甘ミαtx)

上式を(3-2)式に代入すると､

M
Mq(nI)-宗oJiα'expト ビ芸'n]

こ こで､

J Lα'≡扇 C当 V去αtx)dx
匂

実数部が最小のミミα'凄 ;｡ で表すこ即ち､

任那

∩
(EJiα'= 1)

α=8

(3-5)

(3-6)

(3-7)



亡 ｡ =DinJ Re;iα') (3-8)

式(3-5)杏(1-6)式に代人することにより､次式を得る｡

･q- 一 号をq (3-9)

即ち､時系列の大局的性質を特徴づけている1qはHqの最大固有値により表される｡

;qには縮退はなく､亡q=亡q(8)と表すことにする｡

式(3-6)と式(1-4)を比較することにより､Q £q)は 次の様に表されることがわか

る｡

Qn'q'- Q三q'+ 弓′Jia'exr卜 的 iα'+ γia')n] (3-10)

ここで

Q 三q'= JiO' (>o )

u三郎 ≡ zme去α' (luミα'l≦7r)

γ三α'≡ Reモミα'-亡｡ (>0 )

上式の.こ′は α=0を除く和を意味している｡また､Q 三q)のプーリェ変換より

=｡(u)≡ 巴 【Qn'q'- Q三q']elunn-0

=こ′Jiα'g(i(.u 一武 ')一鵡' ) (3-12)α
ここで g(≠)-=(1-eQ)I.｡時系列に含まれている相関は特性振動数 tujα')と減衰

定数 (γiの )で特徴づけられることが解った｡

上に述べた一般相関関数の方法と従来の相関関数の方法(パワー ･スペクトルの方法)

の違いは､フィルタリング ･パラメーターqが一般相関関数の方法には導入されている

ことである｡このqを零にとると従来の相関関数の方法が得られる｡この意味で一般相

関関数の方法は､従来の相関関数の方法を含む一般的方法になっている｡この新しい方

法よりみると､従来の相関関数の方法は IqIくく〟 の領域､即ち拡散的韻域､の相関し

か取り扱っていないことがわかる｡時系列のもつ間欠的領域(lql≫〟)の相関は従来

の方法では全く取り扱えていなかったことになる｡次に例で示す様に､′間欠的領域の相

関を調べることにより､時系列の中に掴む振動モードを裸の姿にして取り出すことがで

きるも従来のパワー ･スペクトルの方法では､衣を着たモードを捉えていたのでピーク

がマップに存在するサイクルの振動数からずれたところに出ていた｡一般相関関数の方

法では､振動数がU 4α)と表される?この振動数に対応するモードを(α,q)モードと呼

ぶことにする｡

前節の揺動スペクトル理論の場合と同様に一般相関関数の方法の場合も､qに関して

伽)



二つの領域に分けて物理的描懐を描くことができる｡

(1) lqlくく 〟 ; 拡散的領域

この場合､モーメントMq(n)は次のように表せる｡

Mq(n)≒ exp【q<U｡> +α｡q2/2]

ここで

<Un> ≡ 入8n ( ^8= <uJ> )
∩-I ∩-I

Jn ≡ <(U n - <Un>)2>=ぷ 誓｡CIJ-

上式のC｡は次の二時間相関関数である｡

Cn =<8ujSu8> (Cu≡u一入o)

(3-13a)

(3-13b)

(3-13C)

(3-14)

この相関はn･+∞のときn-1より早く減衰すると仮定する｡式(3-13a)杏(1-6)

に代人すると､Aq=入8+Dqが得られ､この時､次の関係式が成立している｡

Jn≒ 2Dn

式(3-13C)を用いると､
Xべ

D -音8+ E Cnn-1

for n→∞ (3-15)

(3-16)

式 (3-12)で定義されたQ 三q)のプーリェ変換 E q(U)は (3-13a)を用いると

q一･0の時､

･｡(W)≒号2賀o(an- a･)elWn

ここで an≡ Jn- 2I)n ｡上式を(3-12)と比較することにより

j'α' ≡linq-2Jiα' (α ≠o)
q.+8

ー(3-17)

(3-18)

は有限にとどまることがわかる｡また a=0の場合は jく¢)≡ litn(Jjo)- 1)/q之q◆8
=-こ′j(ct)｡以上より次式を得る｡α

liq q-2E｡(W)=こ′j(α'g(i(U - uo'Ct')- γOは〉) (3-19)
q.?8 α

ところでHori等の二時間相関関数の理論によると､C｡は次の様に展開できる｡

Cn =こ′Kαexp[-E 孟α)n] (3-20)
α

ここで exp卜 ∈ouO]は Frobenius-Perron演算子のα番目の固有値であり､Kαは

展開係数である｡この亡きα)については､EB(α)三li恥 ｡日 次)､ ; 占o) =O かつ

Ree占ct)>0 (α≠0)が成立する｡上式を(3-13C)に代入すると､

麗引E



(α ) くα)

an-一昔弓′Kαsech2 【;8/21t1-expH o n日 (3-21)
′ヽ

ここでOn=qn-2Dnと

D -喜弓′Kαcothl;三a)2】 (3-22)

を用いた｡式(3-21)杏(3-17)に代入し(3-19)と比較すると､次式を得る｡

Kα≡ 4j'α'sinh2 【∈Oは)2] (3-:3)

上式は従来の二時間相関関数の方法と一般相関関数の方法のq一事0の場合の関係を表した

ものである｡

(2) Iql>> 〟 ; 間欠的領域

この領域の1qはく2-6)のように展開できる｡式(3-9)より､ ±̂●は有限である

から､ Iql-←∞のときIeqlは発散することがわかる｡これより(3-11C)の左辺第2

項は大きくなることがわかる｡次にこっの特別な場合を考える｡(a)γjα)→ ∞ と (b)

γ48)→ o ここで q -+ E∞ (Sは+あるいは-)とする｡

(a)γ三α'ヰ ∞ aS q 一事E∞

式(3-12)より､この成分のE｡(u)への寄与は約J.伽 ｡これはWに依存していな

いので､このモー ドのEq(u)への寄与はホワイト･スペクトルである｡もし†あるペア

aについてγ.'αZ+∞であれば､この成分からのEq(u)への寄与は､

2ReJjα'+2elU･ exp(-γ jα')Re 【JjCt'exp(- iuiα') 】

(3-24)

(b)γ去α㌧ o as q -'8∞

この場合､モードの寿命が無限大になる｡このようなモー ドをβモードと呼ぶことに

する｡振動数W三8)の近傍において､このβモードからのE｡(W)への寄与は

Ji"g(i(- q'隼 ,q'B',≒-監 L (一昔 , (3- 25,

(β)

γq

ここで
●

L(y)… 議 T - 気 宇 (3-26)

は複素Lorentzianである｡

βモー ドのピーク巾は狭いので､このモー ドは時系列に内在している周期成分を表し

鋤



ている｡

次に具体的な応用例を示すことにする｡用いる写像はβ変換､すなわちf(x)=βx

(0≦Ⅹ <β~l)かつf(x)=βx-1(β~l≦ Ⅹ <1)｡時系列 tujiは次式のルー

ルで発生されるとする｡

く 0 (0≦xJ<βーl)

uJ = i

1 (β~1≦xJ<1)

(3-27)

写懐の領域 [0,1)がN個にマルコフ分別できる場合は以下に示すように厳密に解くこ

とができる｡その結果のみを示すことにする｡

【A]N=1

この場合のβはβ=2≡βt ｡ 相似指数入qは

入q-÷ 1n(上土吐 )･2 (3-28)

相関についてはQfiq)=1であるから≡ q(W)=0｡時列系はコイン投げと同様な純確率

過程である｡図3.1に入qを示してある｡

[B】N=2

この場合のβはβ=β2-1= (5レ2+1)/2=1.618-･≡β2｡写保は周期2の不

安定軌道をもっている｡結果は

Eq=-qAq-=⊥●1n

G1'=亡｡+ire+γ｡,

γq=1n

Jiα'_

1+4 eq)1' 2+ 1

51'2+ -i

1+4eq)1''2+1
1+ 4 eq) レ 2- 1 '

ὰ ●'】 2β 【1-γq

くα ' ὰ■'](28-1) lyq - vq

I

くα)

γ9 ≡ eXp 卜 ∈iα'】･

ここで (α,α')≡ (0,1)あるいは (1,0･)である｡上記の結果より

Q評 = QLS'+Ji.'(-1)ne羊p (-γ｡n),

=q(u)≡
1 + e x p

入｡は図3.1にW｡とγ｡は図3.2に示してある｡Jil'と γ｡のq一依存性は表3.

1にまとめている｡この場合､Re(E q(u))のピークはqに依存せずu=7Tのところに

霊獣
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O〇

B=B" (N己1'2'3)● Furthe:m冒IrOenL,0-la,ndf.'̂roこ=D2=i三三2,1′8)forN=1,((yrEβ2)-1
=(0.194,0.0261)forN=3.

).") γ† rq

Q<-I _uJSj と_0.1708210 -q(>1) e-.(≫汀)

ーql<1 _Ri25 heZと0.96242 β2-1〇三0.51504汀

Table 3.1. Asymptoticq-dependencesofrelevant

quantiti-es in characteristicq-regionsfor
●

theNz,2case (seeEqs.(3-33)and (3-35)),

where.B=B2･ rq(=eYq-1)estimatesthewith

ofReEq(u)･
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ある｡

=q(W)の漸近型を三つの領域 (q<<-1,lql≪1とq≫ 1)について調べる｡

(a)q≪ -1

この場合､γq>>1であるから

=｡(h')≒ -Jlと'(1-ieqsin w)

ここでJlと'--(3･51/2-5)/10=-0.17082 ･･･｡

(b)lqI<<1

= q(W)≒ - 一旦1 ･25 1+eiα/β2

(3-36)

(3-37)

これは従来の二時間相関関数の方法から得られる結果と本質的に同じである｡

(C)q>>1

この場合､ γqは極めて小さく､Re(Eq(U))のピークの高さは大きい｡ピークu=

7Eの近傍でRe(=q(W))は次のようにスケーリング型に表すことができる｡

=q(W)≒ -
5t′2eq

1 0 L(A ), く3-38)

ここでW=7E-Au (0<Au <く 1)｡これはβモー ドの一例である｡

【C]N=3

この場合のβはβ=1+β~2=1.46557-･≡β3｡写保は周期3の不安定軌道をもってい

る｡結果は

eq--q入q- -1n l+ (十 ･,H vi)]･ (3-39)

∈il'= 亡｡+γ｡+iw｡, Ei2'=鳥1'X

ここで

8
vq=･[

27
+j⊥ +Eeq,2 (

2

1 e q

27 4

(3-40)

)l･/2】I/3,(3-41)
(8=i)

U｡ =co s- 1 卜 一L l 1 -β-.exp(亡｡)It′2】, (3-42)

(号-<w q<7r)

γ｡ニーナlnt-β-1exp((｡)】･

また､β3=1/3+V8◆+v8~なる関係がある｡さらに次の結果を得る｡

(35)

(3-43)
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¶
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Fig.3.2. Theq-dependencesofthe

andthedamplng

ForN=2 ,Uq-1/つ

frequencyuq (a)
casesN=2aLnd3.

しI

Hereuo=cos-1(-β5-3/2/2)20･591¶ ･･

formsofuqand Yqforcharacteristicq-regions
areglVen inTable 3･1and3･2･

●

I.… W○ γ○ rq

q< -1 -3Fdh (I.かie-.,2) 号.ギ 一号(≫1) e-.l2(≫Zr)

(Cと-0.0264-0.00704×1') と0.591汀 と0.24645汀

Table 3.2. Asymptoticq-dependencesofrelevant

quantitiesin characteristicq-reglOnSforN

と3case･ Here β=β3,and rq≡eYq-1･
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Jiα'= ( 【γiα ' 】 2+ [1+γAα' ] β- 3 i hiα',

(α)
ここでγ｡ ≡expr-∈iα']でありhiα'は

hiα' [_i-γ｡ -α‥'】{α''】 [1-γ｡

3β-2 【γico-γiα■']【yiα'-γ去α ‥ ' ]

上式で (α,α■,α一

=Jil'兼｡以上より

(3-44)

, (3-45)

)= (0,1,2),(1,2,0)または (2,0,1)でありJi2'

Qニq'-Qこq'=Jil'exp 卜 (iu｡+γ｡)n]+C.C. (3-46)

=q(u)= 1-exp

1-exp
(3-47)

入qは図3.1に､uqとγqは図3.2に示してある｡この場合､図3.2からわかるよ

うに27r/4<U <27r/3の間にある無限の振動モードがある｡フィルタリング･パ

ラメーターqを動かすことにより､それぞれが操の姿で抜き出される｡Jil一,h'｡とγ｡

のq依存性が表3.-2に示されている｡

N=2の場合と同様にして次の三つの績域に分けることができる｡

(a)q<<-1

=q(U)≒
-1

β3(3β-2)

これはqに依存していない｡

(b)Iql<<1

=q(u)≒ q･21

(1+ 孝 一 ew)I

1-exp

1-exp i(u+U8

(3-48)

く3-49)

ここでC≒0.0264-0.00704i｡W8=COS ~l(-β~3/2/2)≒0.5917Cそしてγo=(3/

2)1nβ≒0.573､これは従来の相関関数の方法 (パワー ･スペクトルの方法)から得

られる結果に一致している｡系に内在する不安定3周期の振動数W8≡2TE/3≒0.667

7Eと上記のu8は異なっていることに注意する必要がある｡-すなわち､従来の方法で解析

すると衣を着た振動数が表れるこ七一=なる｡

那)



(C)q>>l

u=uq≒27r/3-31,2è-q/3/6のところにRe(Eq(u))の鋭いピークが表れる｡

W=27r/3の近傍で

=q(U)≡
-1+

Bi一書等 ㌣ L( 務 - 一 缶 )I (3-50)

ここでW=27r/3+Aw 日Awl<<1)｡このピークもβモードによるものである｡

特性振動数u⇔=27r/3は不安定3周期に対応している｡これが裸の振動数である｡

3-2 -変数時系列 (連分数展開の方法)

前節で述べたように､一時元写像系の場合は､Hqの固有値方程式を解くことによって

入｡とQニq'を求めることができる｡しかしこれを実行することは一般に難しい｡そこで

近似的に取り扱う方法を開発する必要がある｡その一つの方法として連分数展開を用い

る方法について述べることにする｡この方法では時系列を発生させる写儒関数は必要な

く､ただ定常な時系列が与えられているとすればよい｡

まずMiO'(n)≡M｡(n)とする｡Xoriの射影演算子の方法と同様にして､次式を仮定

する｡

MiB'(n+1)≡
Mi8'(1)
Mi8'(o)

∩-I

Mi" (n)+琵 軒 '(n-1-j)MiD'(j)(3-51)

(MiB'(o)=1).Mi l一(n)は nenorykernelであり､上式は新しい関数Mi ‖ (o),

Mil一(1),- ･の定義を表しているとしてよい｡次にMi2'(n)を新しいmenorykeト

nelだとすると､

Mi= (n+1)=
Mil一(1)

Mill(o)

ill-il

Mill(n)+琵㌘i2'(n-1-j)Mi ll(j)(3-52)

新しい DemOrykernelMi3'(n)を導入してMi2'(n)の運動方程式をつくると (3-

50)と (3-51)と同様な式が得られる｡これを繰り返すと､関数のセット

tMik'(n),k=0,1,2,3,- ･)を得る｡Mik'(n)に対する運動方程式は次のよ

うに書ける｡

∩-I
(n+1)k≡ (1)k(n)k+冒.(n-1-j)k･.(j)k･ (3-53)

ここで次の簡略記号(n)k=Mik'(n)と(1)k≡(1)k/(0)kを用いた｡
′ヽ

ラプラス変換 (【JJ]k≡∑:,8(n)kiln)を導入することにより､上式は次のように

濫乳



解ける｡

【〟]k = 10)i
1-(i)k〟- [〟】‥l〟2

++
上式より､【FL】8=Mq【〟】≡∑n.8Mq(n)FLnの連分数展開を得る｡

【〟】8=
1-('1)｡〟- (0)l〟2

1-(i)lp- (0)2〟2
1-

k番目のモーメント(∩)kは一つ前のモーメントより与えられる｡

′ヽ ′ヽ
(0)k.1=(2)k-(1)k2,

ノヽ ′ヽ ノヽ
(1)k.l=(3)k-2(2)k(1)k+(1)k3,

く3-54)

(3-55)

′ヽ ′ヽ ′ヽ ′ヽ ′ヽ ■ヽ ′ヽ
(2)k.1=(4)k-2(3)k(1)k-(2)k2+3(2)k(1)k2-(1)kl,(3-56C)

モーメント(n)kは(0)8(=1),(1)8,(2)8･･･,(n+2k)8によって表される｡

時系列が与えられると 〝静的モーメンド ((0)k,(1)k;k=0,1,2,･･･)は数

値的に計算できるのでこの方法は数値解法として通している｡

式 (3-55)の梅のセットを tpi一㌦ とし､これらが全て1次の極と仮定する｡

MqtFL】(=【p】8)のラプラス逆変換より

Mq(n)=EJil'【JLiI']-n,l

Ji.'=

ここで■

租分路は時計と逆

梅の最小値mi

(I)
27r〟q cs(T qFHjdp

_〟円にn
ノ

わま -FLi.'l=r,r=+0,にそって行う｡

〃≡l一
-l

qh■_ll_■n i"lは縮退してないので､

A.-- ⊥ lnlpiO,]-I
q

(3-57)

(3-58)

(3-59)

モーメントM｡(n)はつねに正であるからJLiO'>Oである｡Qこq 'は次のように展開で

きる｡

Qこq'-Ji8'+弓'Ji-'exp卜Pi''n]･ (3-60)

(Jio'>o)､ここで='.は l=0を除く和であり､定義exp卜βi-'】≡FLio'/(I)〟｡,(Re(βiI')>o),を用いた｡

伽)



もっとも簡単な時系列､すなわちメモリー効果がないときはAq=q~11nMq(1)と

なる｡メモリー効果があると､

入｡=入芸+γ｡

1
人芸≡ - 1nM｡(1)

q

ここで

(3-61)

(3-62)

式 (3-61)のγqを相関によるくりこみ(correlationrenom)alization)と名づけ

る｡

この具体的な近似方法について述べる｡

【Ⅰ】2極近似

(0)2=0と仮定すると､lFL】Oの梅は

tJLi±十 ･=exp(q人言)ta｡±(a｡2-4'b｡)I,2し/2 (3-63)

ここで

aq=1+(i)I/(i)｡, (3-64)

b｡=【('1)D('1).-(6)ll/('1)82. (3壷 )

この近似はa｡2>4b｡かつJL';'>0の時に有効である｡相関によるくりこみは

･q- ÷ ln【 aq'(aq22-4bq)1'2】･

一般相関関数Qニq'は

Qこq':Ji''+Ji-'exp(-γ｡n), (b｡>0)

ここで

(3-66)

(3-67)

=Ji''+JT ''(- 1)nej(p(-γ｡n),(b｡<0) (3-68)

Ji''= 【(1)I-

Ji-'=1-Ji''

γq=1nI

(+)

〟q

1 1
(-) (+)

〟q JJq

aq+(aLq2-41)q).I/2I,(>0).

､(3-69)

上式のγqはqで特徴づけられるモードの減衰定数である｡特にγ8(≡1imq.Bγq)

は二時間相関関数Cnの減衰定数に一致している｡実際､もしICnl=CBe-Tnとおくと

BmE



(3-71)より

･ 8-1nI著 1-γ･

2極近似の場合は､可能な特性振動数は7rとなり､qに依存しない｡

[1日ノ3極近似

(3-72)

この近似は(0)3=0とおくことに対応している｡梅は【FL】8~l=0から導かれる3次

方程式の根である｡次の二つのタイプがある｡

(a)3つの実根

原点に最も近い梅は縮退していなくて正である｡これより (3-59)によってAqが

求まる｡一般相関関数は (3-60)より求まる｡

(b)複素共役根と一つの実根

''' 1̀'X)とする｡もう一つの実根〟i8'は0 <JLi8'<複素共役根をJL｡ ,JJi 2'(=JL｡

JJLil十をみたす｡入｡は〟iO'を用いて (3-53)より求まる｡根の比より

pio'/FLil'=exp(-iu｡-γ｡), (3-73)

ここで､uqは実数でγq>0である｡一般相関関数は次式で与えられる｡

Qニq'=Jio'+2Re【Jil'expト(iu｡+γ｡)n日, (3-74)

(Ji2'=Jil'事),ここでJi.'8まく3-58)より決まる｡2梅近似と異なるところ

は､この場合､wqはqに依存している｡(JOは2時間相関関数Cnの振動数と一致し､ま

たγOはCnの減衰定数と一致している｡

以下､同様にして､極の数を増すことにより､高次の相関効果を取り入れることがで

きる｡N極近似は､

(0)N=0 (3-75)

とおくことに対応している｡我々は長時間 (n一事1arge)のダイナミクスに興味があるか

ら､小さいnのMil'(nつがM｡(n)に大きな寄与をする｡多モードによるcritical

slowingdownをともなう相転移点近傍を除いて､上の方法は有効である｡ある場合には

(0)n=0とやることがある｡この場合はm極近似が厳牢解と一致する｡まf=qの大きさ

で､近似の度合が一般に異なる｡

(Lil)



§4 揺動スペクトル理論の他の分野への応用

4-1 マルチ ･フラクタル集合と乱流

この節では､我々の ｢揺動スペクトル理論｣において､注目する変数を適当に選ぶこ

とにより､Procaccia-Halsey等のマルチ ･フラクタル集合の特異点スペクトル理論お

よびFrisch-Parisiの乱流の構造関数理論が得られることを示す｡

カオス運動によって生じるストレンジ ･アトラクターは一般にマルチ ･フラクタル構

造をもつ｡このような集合を解析する理論として､以下のような特異点スペクトル理論

が提起されている｡実験から得られるストレンジ ･アトラクターの代表点の総数をNと

する｡状態空間を体積～edのボックスに分別する､ここで

E=88e-n, (n=0,1,2,3,･･･) (4-1)

であり､88は最初の分別のスケール､dはストレンジ ･アトラクターが含まれている状

態空間の位相次元である｡確率Pl=1i血N叩くNi/N)を導入する､ここでNiはi番

目のボックスに含まれる代表点の数である｡この確率を用いてRenyi次元Dqを次式で導

入する｡

1
Dq±1･im r ニ 石か 0

x(q)=EPlq.1

ここで

(4-2)

(4-3)

上式の和はPf≠0のボックスについて行う｡分割が88e~ (n◆= = 8/eのときの､j

番目のボックスの確率を予Jとする｡いま､P)-tと予J-.をAnとAn.tで､それぞれ表す｡

もし比An.1/Anがnに統計的に依存しないならば､揺動スペクトル理論を通用するこ

とができる｡実際､x(q)はモーメントと同一である｡すなわち

x(q)=EPf･(Pi一l)I-q≡<Anl-q>,i

=Ml_q(n). (4-4)

式(4-2)よりx(q)～8-(トq)Dq～exp【(1-q)Dqn】.これと(1T4)､(ド

6)よりDqはえ 卜 qにはかならないことがわかる｡

ところで､･特異点スペクトル理論ではスケーリング指数aiは次式で導入されている｡

pl(E)∝8αi ;(e→0) (4丁5)

ここITPi(8)はボックスのサイズがEのときのPiを蓑してい息｡この指数α…は場所に

よって異なるが､その僧がaであるボックスの個数をNα(8)と表すとき､

退勤



Nα(E)∝8-({禦 (4-6)

とおけると仮定す る｡指数f(α)は､aiの値がαである特異点 (8-0のボックス)の

集合のフラクタル 次元を表している｡ここに導入された特異点スペクトルf(α)と我々

の揺動スペクトル 6(a)の関係などを表4.1に示してある｡結局､自己相似変数Anと

してPi(8)-1を採用すると我々の揺動スペクトル理論の一つの応用例として特異点スペ

ク トル理論が導け ることがわかった｡ただし､I)およびf(a)の解釈にはそれ独自のも

のがある｡

次に乱流理論と の関係を調べる｡十分に発達した乱流については､間欠性効果による

K41理論の補正 が問題となる｡この間欠性効果は次式で導入される指数;pより観測

される｡

<【AV(r)】p>～r〔p (4-7)

ここでAV(r)(>0)は､距離がrだけ離れている2点間の従速度の差である｡この

間題に対して､対数正規分布理論がある｡もう一つの理論として黒 ･白モデルを用いる

理論がある｡FrischとParisiが展開した､この間題へのアプローチを我々の言葉で述べ

る｡ます､roをエネルギーを外部から投入するときのスケールとする｡NavieトStokes

方程式の非線形相互作用を通して､より小さな描性韻城がつぎつぎに生成されていく｡

この場合の自己相似性の起源は､この生成の機構によっている｡次のスケールを導入す

る｡

rn=roe~n, (n=0,1,2.3,･･･)

=eunI

次の比

がnに統計的に依存しないと仮定する｡上式を解くことにより､

』Ⅴ(rn)～exp(-nhー)～r｡hJ,

(4-8)

(4-9)

(4-10)

∩-1

ここでh'≡ -n-lE l,.uJは確率変数である｡上式はFrisch-Prisiの結果と本質的に同

一である｡彼等によると､d(hー)は(4-10)をみたす点の集合のハウスドルフ次元と

解釈できる｡指数;pは

∈p=minh'【ph'+3-d(h′)I, (4-ll)

より得られる.｡∈pは熱力学のHassieu関数に対応している｡乱流の場合は自己相似変数

として』Ⅴ(㍗)を採用すればよい｡他の理論との対応関係を表4.1に示してある｡

3割監
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4-2 局所次元の揺らぎ

フラクタル集合は一般に均一ではないので､平均次元､次元の摺ちぎの巾､揺らぎの

スペクトルなどが得られる特性量の導入が望まれる｡そのような特性量としてD(β)杏

提案する｡ところで､前節で紹介したRenyi次元Dqは不均一性の一つの側面を捉えてい

る｡しかし､上記の観点からみると､いくつかの問題点がある｡ますこのDqを批判的に

検討する｡ (1)Dq‡8は容量次元を表しているが､Dq邦は次元というよりもボックス

･サイズを小さくしていくときのRenyiエントロピー工q=【1/(1-q)】1nEPfqの

生成速度である｡ (2)Dq._..(最も測度の小さいところより決まる)を実測値より求

めるのは困難であり､Dq__巾は一般に集合を含むユークリッド空間の次元よりも大きく

なる｡ (3)Dq三｡は最も測度が大きいセミ･マクロな領域の寄与で決定され､集合が不

均一な場合は集合の大局的な性質を表す量になっていない｡次に述べる局所容量次元の

最大値にDq,8は一致しており､局所次元の平均値になっていない｡

我々が提案するD(β)は次のように定義される｡まず集合をM個のセミ･マクロなセ

ルに分別し､k番目のセルの容量次元をdkとする｡β次フラクタル次元D(β)を次式で

定義する｡

D(P)-+ ln<exp(Pdk),C･t･

ここで<･･･>C.I1は次式で定義されるセル平均である｡

∩

･exp(βdk),C･..- 二五 kg,eXP(βdk)･

(4-12)

(4-13)

M一億tdk;k=1-Ml確率モデルを考える｡確率過程に相関がなく､どの値の出現

確率も同一であると仮定する｡このモデルに相似指数入qを通用すると入qはく4-12)

のD(β)に一致する､ただLqはβに対応している｡Aqの方法で得られた解釈を

D(β)に適用する事により､次の結果を得る｡

D(0)=セル平均次元,

D(∞)=Maxtdkl,D(-00)=Minldkl,

i(dk-<dk,C･･.)2,C･H-2【旦評 】p･B･

ところで､従来の容量次元Dcあるいはq=0とおいたRenyi次元はDc=DqIO=

1imB,n=lnN(8)/1n(1/ S)と表される､ここでN(8)はボックスのサイズが

Sのときの空でないボックスの個数である｡Nk(S)をk番目のセルの中にある空でない

あるとすると'､llnN(6)=1nE告tNk(8)と表すことができる｡

Nk(S)～S ukであらから､.8→0のときInE:･1Nk(S)に主要に寄与するのは最も
大きいdkをもつセルのみである｡これよりD｡=D(∞)=Max【dklが得られる｡すな

(45)

ボックスの幣tIノ ヽ



わち､Dc(=Dq.8)は局所プラクラル次元の集合全体にわたる平均になっていない｡

D(β)はAqと同一であることがわかったが､Aqの場合と同様に､次の量を導入する｡

･- 蕗 【βD(β)I,

6(a)-β2幣 ･

この6(a)は局所次元の揺動スペクトルである｡

4-3 イジング ･スピン型パターン

定常な2倍吾己号時系列のランダム性を解析する新しい方法を提案し､それを一次元マ

ップより生成される時系列に適用する｡この方法は2次元､3次元に拡張できるので､

統計的に均一なイジング ･スピン型パターンに応用することができる｡

まず与えられた一次元時系列に適当な規則を適用して2倍記号時系列に変換する｡紀

号は上スピンIと下スピンIから成るとし､時系列をn (奇数)個のスピンからなるブ

ロックに分ける｡このとき､ブロックの数はH (整数)個だとする｡

各ブロックにおいて､IがIより多いときは十で置き替え､tが†より･多いときはI

で置き替えるという "くりこみ''をはどこす｡このくりこみによって生まれた新しい時

系列は､nH-t個のスピンからできているのでヒエラルキー序数 (H-1)の系と呼ぶこ

とにする｡ヒエラルキーの序数hがh=0になるまで､このくりこみを順次はどこす｡

注目する変数として､序数hの系の中にあるクラスターの数Nhを採用する｡クラスタ

ーとは､同一方向を向いた一連のスピンの集団である｡最初に非常に長い時系列を用意･

しておき､これを長さnHに分割して多くのアンサンブルのメンバーをつくっておく｡平

均く-･>はこのアンサンブル平均をとることにする｡フラクタル次元の考えと同様にし

て､< N h> = n hd(h)と表したときのd(h)を序数hの系を特徴すける指数とみなす｡

このd(h)を序数hの "特性指数"と呼ぶことにする｡これをあらわに表すと､

d(h)ニートlogn<Nh, (4-19)

上式で<Nh>を分別の数､n~hを相似比とみなせばd(h)は相似次元に対応している｡

具体的な時系列の解析を行うまえに､範例となる3つの型を調べることにする｡範例

となるのは､ (1)F型これは完全強磁性型 (2)AF型これは完全反強磁性型 (3)

PR型これは相関が全くない純確率的 (purerandoEL)な場合である｡以上の3つである｡

このうちF型とAF型 (h>1)はくりこみをはどこしても全く同一の型が得られるか

ら､完全自己相似型である｡他方PR型はh>>1のとき､hに依らずランダムであるか

ら統計的自己相似型である｡いずれの場合もNhを自己相似変数とみなせる｡

容易に次の結果を得る｡

肥田



d(h)=O for F型,

d(h)=1 for AF型.

d(h)-÷ log｡
nh+1

for PR型.

ここで､I†llIIlト -･という完全自己相似型のd(h)はPR型のd(h)と同一

になる｡完全自己相似型の場合､アンサンブル ･メンバーのどれもが互いに全く同一で

ある｡ところが､PR型の場合は､一般にアンサンブルのメンバーによってNhの値が異

なっている｡この揺らぎを表現するために､相似指数入qと同一の考えにもとづき､次の

q一次特性指数dq(h)を次式で導入する｡

1
dq(h)= -す 1rlogn<Nhq>･

この場合､h→00の極限はとらずに､hを一つのパラメータとしておく｡

完全自己相似型の場合､dq(h)のq依存性はなく､

dq(h)=d(h) for 完全自己相似型

(4-23)

(4-24)

となる｡ところが､アンサンブル ･メンバーに招ちぎがある場合は､上式が成立しない｡

PR型については次の結果を得る｡

l TT

dq(h)≡ 1｢F logntEpr･rqIr■l

p,=TP_.C,_./2'(-1

ここで

(4-25)

(4-26)

上式のdq(h)はq=1のとき (4-22)式と一致する｡

このようにして､d(h)では区別がつかなかったPR型と†Ilト -･型はdq(h)よ

り区別がつけられることがわかった｡入qの場合と同様にして揺動スペクトル6(a,h)

は次の式より求まる｡

α- 烏 【q･dq(h)】･

6(α･h)-q2忠 【dq(h)】･

完全自己相似型の場合､あるαの値のところでJは零となり､他のαに対しては無限

大となる｡例えば

くO forα=0
6(α,h)≡ i

(∞ othe川ise

REldE

F型 (4-29)



くO forα=1
6 (α,h)≡ i

(00 othervise

くO forα-五logn(
6(a,h)= i

(∞ othemise

AF型

nh+1

(4-30)

I†ll型 (4-31)

PR型のdq(h)と6(α,h)については図4.1に示してある｡

q一次特性指数dq(h)を用いることにより揺らぎをとりこむことができた｡しかし､

この場合hを大きくしていくと､PR型のdq(h)はAF型のdq(h)に近づいていき､

pR型の揺らぎが表現し難くなってくる｡そこで前節で導入された局所フラクタル次元

の考えをいま問題にしている時系列に適用してみる｡

ヒエラルキー序数hの局所特性指数D(β,h)を次式で定義する｡

D(P･h)- + ln<explP･dk(h)], C･H ･

ここでqk(h)はk番目のセルの局所特性指数であり､次式で定義される｡

d k(h )-1nT kn(mdh)･

(4-32)

(4-33)

上式のmはセルの中にあるスピンの個数であり､Nk(m,h)はk番目のセルの中にある

クラスターの個数である｡範例については容易にD(β,h)を求めることができる｡結果

を示すと

D(β一,h)=0,forF型 (4-34)

D(β,h)=1,forAF型 (4-35)

D(β･h)-ナ lntと j-.Crl.exp(β ｣豊 子 )l･forPR型(4-36),.l 2r-1

式 (4-36)におけるjはセルの中のスピンの個数である｡jとして､く.りこみの単

痘nと同一の値をとるとD(β,h)のβ,h依存性について､単純な結果を得る｡これは

蓑4.2に示してある｡

局所特性指数D(β,h)は入qに対応しているので､ (2-16),(2-17)と同

様にして､この場合の揺動スペクトルを求めることができる｡

次にマップによって発生させた時系列に上の方法を通用してみる｡これにより新しい

タイプのカオス ･カオス転移を得る｡用いるマップは

f(x)-寸 -【sinla花(x一 一去1 7+1】;(0≦Ⅹ <1) (4-37)

ここでaはコントロール ･パラメーターであり､その変域は0≦a≦3としている､ま

佃ZEE
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パ ラメーター β h

･タイプ

完全自己相似 F ,AF indep. indep.

統計的自己相似 PR ,SS dep. indep.

β ; 局所的なは らぎの憎報 を表現する

h; 見 るスケール によるは らぎの情報を表現する

Table 4.2. βandh dependencesofD(β,h)･

log3<Nh>

F主g･4･2･ h versuslq g 3 < Nh > forvar iou s values

o f aandpR -type .

適切



たf(x)はf(x)=1-f(1-Ⅹ)なる対称性をもっている｡記号化の規則は

o≦XJ<｣ ｢ ; I

卜 ≦XJ<1 ; I

(4-38)

を用いることにする｡

コントロール ･パラメーターaの値がa<aF(aF=2)のとき､F型時系列を得る｡

またAF型はcosi(a27r2-4)1'2/2‡=-2/(a7r)をみたすaをaAF(=2.930

576-･)としたとき､a>aAFなるaの値の場合に得られる｡aの値を変域aF<a<

争RFの間で変化させると､無限に多様なタイプの時系列を得る｡その中には周期的なも

のと非周期的なものとがある｡以下､くりこみの単位nはn=3とする｡いろいろなa

の値に対するドメインの平均個数の対数lo g 3<Nh>のヒエラルキー序数h依存性を

図4.2に示す｡F型とAF型は直線となりその傾きが(4-19)のd(h)を与える｡h

の小さいところを除くと､a=ass(≒2.76)のところで図のように直線を得る｡この

図において直線であるということは比<Nh.i>/<Nh>が一定であることであるから､

この場合のNhは自己相似変数になっている｡

aの値がaFより少し大きいと､hの小さいところではa=assの場合の線と重なって

いるがhが大きくなると､図のように水平となり､その傾きはF型と同一となる｡また

aの値がaAFより少し小さいと､hの小さいときはa=assの場合の線と重なっている

がhが大きくなるとAF型の直線にすい込まれていく｡ところがa=assの場合は傾き

がF型と同一にもならず､またAF型の直線にもすい込まれない､境目の場合となって

いる｡この喝合の曲線は(4-22)から得られるPR型の曲線と殆ど一致する｡hが大

きいところではCT型の傾きは1であり､a=assの時の数値的結果は0.9であった｡

この1からのずれが時系列に内在しているある種の相関によるものと思われる｡a=

assのときのマップには極めて多くの不安定周期がある｡これより記号化された時系列

のスピン配置は極めて乱雑になっている｡aの値が周期解を与える特殊な場合以外は一

般にパラ型の乱雑なスピン配列を得る｡一見しただけではその乱雑さを区別できないが､

d(h)のh依存性より､乱雑さのある側面が区別できる｡特にa=assの場合はF型的

でもなくAF型的でもない､極めて乱雑なスピン配列をしているが､それ故に逆にhの
大きいところで直線になるという単純な規則をもっている｡最も乱雑なものは､それ牧

に単純であるというT･例になっている｡

一般にスピン配列のようすは場所によってことなっている｡そこで局所特性指数

D(β,h)を求めてみる｡PR型のD(β,h)とそれから得られる6(α,h)を図4._3に

示してある｡a=assの場合の同様な図は図4.4に示した｡a=assの場合はPR型と

同様にD(β,h)はβに依存しており､hには殆ど依存しない｡F型に近いパラとAF型

に近いパラの場合は図4.5と4.6に示してある｡この場合､これらのパラ型はhに依

(51)



A=2.76888

十一一一h… 5

A･･･h.ヨ 4

PR Dtβ.Il) D(β,h)

1.BD

Fig.4!3. D(B'h)and Fig･4･4･ D(B･h)and

o(α,h) forPR-type･ 0(α,h) fora=2･76･

伍郡



h=2.88811ヨ EL=2.9258日

Dtβ,h)

. h- 6

∵-.-- h3 5

一~I-ht 4

FigL.4.5. I)(β,h)and Fig.4.6.1か(β,h) and

o(cL,h) fora-早.0001 0(cL,h)fora=2,925

(nearI;-type). (nearAト type).

棉



PH)

P(A)

1

F .ig.4.-7.Thedistributions P(A)for

different valuesofhforpR-type

andfor･at2･'76 〔-ass)･

(54)



ab2.8818

aE12.768日

CL J12.9258

Fig.4.8. Thedouble-timecorrelation

fuhction fわr a主2.001 (nearF-type),

a-2･76 (-ass) andaヨ2･925 (near
AF-type)∴

莞封



PStu)

EL1-2.9258

文

Fig.4.9. Thepowerspectraforaヒ

2.001 〔nearF-type),aヨ2.76 (t=

ass)andat2･925 (nearAF-type)･

厩招



存するがa=assの場合は殆どhに依存しない｡D(β,h)の方法の良いところはn個

(いまの場合はn=3)のブロックが多数あれば計算でき′るので､比較的､短い時系列

からでも高い精度のD(β,h)を求めることができる｡

a=assのところの時系列の中にはいろんなサイズのドメインが混在している｡この

様子を､クラスターの長さが 9である確率分布P(9)で調べてみると図4.7に示してあ

るようにa=assのときはPR型とほぼ同じでありhに殆ど依存しない｡つまり統計的 一

自己相似であるときは､粗祝化の程度を変えてもスピンの配列は同様に乱雑である｡P

R型の場合はこの確率分布を厳密に計算することができる｡長さjのスピン時系列の中

に長さ9のクラスターが出現する確率をPJ(9)とすると､

PJ(9)=

PJ･(9)=

(j+1)2j~2

+3-9

for9=j (最大ドメイン) (4-39)

for9≦j-1. (4-40)

このように短いクラスターほど出現確率が高い｡ヒエラルキー序数hが大きいとき､す

なわちj (=3h)が大きいとき､無視できない大きさをもつPJ(9)を与える9はj≫
9を満たす｡このとき､PJ(9)は次の漸近形をもつ｡

1
PJ(9)= -一宮T (411)

上式のPJ(9)はjに依存していない｡すなわちくりこみを行っても確率分布は変化しな

いことを示している｡a=assの場合のP(9)と(4-41)のPJ(9)は殆ど一致してい

る｡

ちなみに､時系列の2体相関を図4.8にパワー･スペクトルを図4.9にしめしてあ

る｡a･=assの時は､相関が殆どなく､パワー･スペクトルは白色になっている｡

以上､例として一次元の場合を調べたが､クラスターを最隣接同志のスピンが同方向

の時にのみ結合しているとした時の結合体と定義すれば､容易に2次元､3次元に上の

取扱を拡弓長することができる｡これにより､イジング型スピン･グラスの乱雑椎をD(β.

h)より解析できる｡

4-4 ハミル トニアン集合

統計熱力学におい七は､ハミル トニアンHで表される系のマクロな性質は自由エネル

ギーF=-β~11nZより求まる｡ここ.TC分配関数Z拝､Z=t_re~PHである｡この

場合､調べようとする系は一意的に一つのハミルトニアンで規定できるとしている｡と

ころで調べようとする系を一意的に規定できず､あるハミルトニアンの集合で規定でき

る場合を考えることにする｡例えば､スピン･グラスの問題の場合､相互作用の一つの

(57)



分布の仕方に対して一つのハミルトニアンを考えると､分布の仕方はいろいろあるので､

それぞれに対するハミルトニアンを考えると､一つのハミルトニアンの集合をうる｡一

つのハミルトニアンから一つの自由エネルギーが得られるので､集合全体からは自由エ

ネルギーの集合が得られる､この集合における分布 (描らぎ)を揺動スペクトル理論を

用いて解析する｡

ハミルトニアンの集合 tH-,k=1,2＼,3,-･,∩(>1))が与えられたとし､どのメ

ンバーの粒子の数もN(>>1)とする｡k一番目のハミルトニアンはパラメ二クーのセッ

ト(例えば､相互作用を表す)Jkで特徴づけられるとする｡メンバーが異なると､Jk

の数値のみ異なるとする｡このJkに関する分布がkに依存しない､すなわち､メンバー

は互いに統計的に同等であると仮定する｡

ハミルトニアンの集合全体から成る系S｡のハミル トニアンをH(n)とする､すなわち

H (n)=∑:.lHk.メンバー間には相互作用はないので､系Snの分配関数は､

Z (∩;β)=tr exp卜 βH(n)】=廿zk(β) (4-42)kJl

ここでZk(β)=treXp(-βHk)(1n Zk=0(N))､はメンバーkの分配関数

である｡-つのメンバ-当りの自由エネルギ-は

Nαp･n-一 五 β-.1nZ(n;β)- ÷ 一旦 β-llnZk(β)I(443)

∩

ここで-β-llnZk(β)はメンバーkの自由エネルギーである｡αβ,nは系S｡全体にわ

わって平均した-粒子当りの自由エネルギーである｡

ところで､Zk(β)はオーダーがexpt0(N)】のランダム変数であるから､Z(n;

β)とap,nはそれぞれオーダーがexp【0(N)】とNOのランダム変数である｡更に､

比Z(n+1;･β)/Z(∩;β)は統計的にnに依存しないから､Z(∩;β)は自己相似とな

る｡このことは､この間韻に揺動スペクトル理論を適用できることを示唆している｡

nが大きくなるとα8,｡の揺らぎが小さくなり､n一事∞のとき､それはαp,nに近づく｡

この統計的性質を調べるために､次の1つのメンバー当りのq一次自由エネルギーを

導入する｡

Fq(β)- qik 1im ÷ -1n<lZ(n;β)】-I,", (444)n◆⇔

藷 Iri<tZ(β)卜q/", (4-45)

ここでZ(β)はtZk(β))の中の一つであり､平均<-･>は分布P(J)を用いて行う｡

<【Z(β)】~q/n>のオーダーは IqI一〇(NO)のときNOである｡-粒子当りのq一次自

由エネルギーは

fq(β)=(1/N)Fq(β),

伍監
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これは熱力学的極限N一事-杏.とると､qの確定した関数となる｡N-,-のとき､メンバ

ーによる平均(4-44)と分布P(J)を用いる平均は一致するので､

･8,㌔ fO(β)ニー 青 1n<lZ(β)】,･ (4-47)

β｡(α′;β)をαβ,｡がα′である確率密度だとするとtZk(β)Iの各メンバーは互いに独

立であるから､nが大きいとき

β ｡(α′;β)～expト βαβ(α′)n】.

fq(β)が入qに対応しているので､指動スペクトル理論より､

･B(q)- 浩 一【qfq(β)】,

Jp(αp)-q2-等 空 し ･

(4-48)

特殊な場合として､揺らぎがない場合､すなわちどのメンバーも全く同一なときは(4

-45)の自由エネルギーは従来の自由エネルギーー β~11n Z(β)に一致し､qに依

存しない｡このときJp(a)にはスペクトル構造は卑く､揺らぎがある場合はそれがスペ

クトル構造で特徴づけられる｡

qがq=0とq=-Nの場合を調べてみる｡

F8(β)ニー β~l<1n Zくβ)>,

F_N(β)=-β~lln<Z(β)>.

このFO(β)は従来の自由エネルギーに一致している｡ところが､N.∞のとき(4-5

2)の平均に寄与するのは-β~11n Zk(β)の最小値を与えるメンバーのみである｡な

ぜならZ=(e~Pr)Nであるから､N.cDのときe~P†が大きいメンバーが<Z(β)>の値

を主要に決めてしまうからである｡極限N->∞のとき､F_n(β)は最小自由エネルギー

IimN◆oF_n(β)で決まることになる｡これに対して､maxkト βー11n Zk(β)】

を与えるメンバーは熱力学的極限において

FN(β)=β~11n<【Z(β)卜l> (4-53)

より引き抜かれる｡すなわち､N.+∞のときFN(β)は最大自由エネルギー1im N'.

FN(β)で決まる｡このようにqはフィルタリング ･パラメーターになっている｡nが大

きいとき､1粒子当りの自由エネルギーαはαp(q=--) (=f_｡(β))<α<αB

(q=∞) く=f..(β))の間で揺らいでおり､その確率は揺動スペクトルO'(a)によっ

て推定される｡

いま､fq(β)次のように展開できたとする｡

伽)



00

fq(β)=冒.CJ(β)q'-1

cj(β)- 普 く-【 1r ln Z(β)】j,C･
1

ここで

(4-54)

(4-55)

上式のCj(β)のオーダーは0(N8)である｡低次のキュミラントについては､Cl(β)≡

f｡(β)であり

C2- 一誌宵r<【ln Z(β)-<ln Z(β),12,･ (4-56)

展開(4-5,4)の収束半径を〟(β)とすると､この展開は IqI>〟(β)の場合､収束し

ない｡領域 Iql<Kおよび IqI>Kにおけるfq(β)とJp(α)の漸近型はいっもと同様

に得られる｡

スピング ラスはハミル トニアン集合で表される良い例である｡この場合､揺らぎはス

ピン相互作用の乱雑な分布になっている｡スピングラス_の理論ではF_N(β)はアンニー

ル自由エネルギー､F8(β)はクエンチ自由エネルギーと呼ばれている｡上で調べた様に

これらの量は揺らぎの全く異な-る側面を捉えている｡我々の観点から考えるとFN(β)は

アンチ ･アンニール自由エネルギーと呼ぶべき量であり､これはF_N(β)とF8(β)とは

一般に全く異なっている｡

陀OD



§5 認識論的諸問題

5-1カオスの一般的位置づけ

最近の物理学では､物質の究極的存在様式についての理論が進歩し基本的力の統一的

理解が可能になりつつある｡さらには宇宙の発生と進化の問題にこの理論と一般相対性

対性理論が通用され､かつては形而上学的問題であった字笛の存在に関する自然科学的

認識が深まりつつある｡

このように物質のミクロな存在様式と､宇宙という考えうる最大の物質系の存在様式

との間に存在する内在的関係があばかれつつあるということは発くべき事であり､簡潔

な物理学理論の持つ強力な認識力に驚嘆を禁じ得ない｡以上､述べてきた物理学は､い

わば伝統的物理学であり､自然の普通的かつ基本的な姿の理解を助けるものである｡

ところで我乍の揺する自然はまことに多様であり､その際たるものは生命体であろう｡

この様な豊かな構造と多様な運動形態をもつ系を理解するためには､それにふさわしい

認識方法が必要である｡最近になって､二つの新しい概念が兄い出され､それによって

｢新しい自然観｣が探求されている｡二つの概念とは､本研究のテーマである ｢フラク

タル構造｣ と ｢カオス的運動｣である｡

現実に存在する対象の幾何学的形状を直線や円などで理想化するという従来の方法と

は､全く逆のいたるところ微分不可能な集合で理想化することによって､フラクタル集

合は生まれる｡この概念が有用であることは､その応用が広範な分野に及んできている

ことからも明らかであろう｡まるい形をした一つの島を円として理想化する事と､Koch

島として理想化する事は､互いに相補的であり､この二つの理想化は必然性があると思

われる｡

さて､カオス的運動であるが､この運動の存在は従来の単純な力学的世界観､すなわ

ち初期条件が与えられれば未来は一意的に決定できるという考えの破綻を意味している｡

カオス的運動においては初期における僅かな違いが指数関数的に増大する｡初期条件を

与える観測には必ず誤差があるので系の未来の長期にわたる予測は不可能となる｡

一般に r不可能性｣は学問の発展のシツコクになると感じられるが､実は r不印樹生J

の研究こそ､豊かな新しい学問の出発点になることは､高次代数方程式の解法､熱力学

第2法則 (カルノー･サイクル)やゲーデルの不完全性定理の例からも期待されること

である｡

太陽系を例にして規則的運動とカオス的運動を考えてみることにする｡古代より星の

運行は人間の想像力を刺激してきたが､とくに恒星の規則的運動は､古代人に自然を律

する単純な法則の存在を示唆したと思われる｡見かけ上は複雑な惑星の運動や太陽中心

説によると規則的な運動に還元することができる｡ケプラーはこれを三つの法則にまと

めたが､これを決定論的漣別より渦ユキ的に導くことにニュートンが成功して以来､太

陽系は予測可能な力学系の典型例となってきた｡ところで決定論はカオス的運動おも生
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み出すのであるから､太陽系の持つ規則的側面のみでなくカオス的側面にも興味が持た

れた｡F.Franklinは土星の項の間隙の説明にKAM定理を用い､∫.WisdozDは小惑星帯中

の間隙を間欠カオスと関連すけた｡最近では土星のいびつな衛星Hyperionのカオス的自

転が問題にされている｡我々は､太陽から緒惑星までの平均距離についてのポーデの経

験則をItAM定理を用いて調べた｡古くはカントとラプラスは渦運動 (カオス的運動)

をする星雲状ガスより太陽系が生成されるという説を摸案している｡

このように太陽系は予測可能系の典型例であるとともに､カオス理論をその構造と生

成の解明に適用できる典型例でもある｡ここで一つ注意しておきたいことは､惑星も厳

密にいえばカオス的運動をしていることである｡運動のどのような側面をどの程度の厳

密さで知りたいかによって､取り扱い方が異なってくる｡ケプラーが問題としている範

囲内であれば､惑星は規則的運動をしているとしてよい｡ケプラーの法則は2体近似と

いう理想化をしてはじめて轟くことができる｡この場合も､現実に存在する対象を理想

化あるいは近似を行わないと法則が見えてこない｡古典力学は相対論および量子論によ

って革命をうけたが､カオスの発見により新しい豊ジョウな世界が開けた｡これはカオ

スによる革命と言えるだろう｡

カオスは古典力学系のみならず､非常に広い分野における現象において観測され､そ

の複雑な運動は､単純な力学系モデルを用いて研究されている｡カオス発生のシナリオ

およびカオスの中味の研究は大きく進展した｡

運動におけるカオスは構造におけるフラクタルとともに現代人が手にした強力な概念

装置であり､その威力はコンピューターを合わせ用いることによって飛謂的に増大する｡

この力はこれまでの人間の純粋な知的営為では到達できなかった世界に我々を導いてく

れる｡

自然の諸機構のカオス理論による解明､および工学へのカオスの積極的利用はこれか

らの重要な課題である｡

5-2 カオスの統計拘理学的考察

統計力学の対象は熱平衡系と非平衡系に分頬することができる｡カオスは非線形非平

衡現象の典型例として位置づけちれてきた｡カオスの見方として､カオスを非線形非平

衡現象の単なる例ではなく､カオス自体を問題とする捉え方､すなわちカオスを主体と

した見方もありうる｡この見方によるとカオスを定常カオスと非定常カオス (過渡)に

分類できる｡これによれば､定常カオスは熱平衡系に､非定常カオスは非平衡系に対応

させることができる｡カオス研究の課題には ｢カオス発生のシナリオJという独自なも

のがあるがA･これは平衡系の相転移の問題に頬似している｡もちろん定常カオスの中に

も転移現象があり､カオスにおける転移は平衡系の相転移よりも遥かに多様であり豊か

な柑理を秘めている｡

非平衡現象の中に平価系の物理と非平衡系の物理が兄いだされるという､入れ子構造
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になっていることは興味深い｡

定常カオス理論と統計熱力学のパラレリズムは､それらの基本的立脚点の共通性によ

って成立していることは§2-2においてすでに述べた｡熱平衡系においても定常カオ

スにおいても､指数的特性量の極限値を考えると熱力学形式がえられる｡これは下図の

ように表せる｡

少数自由度系でもカオス状態では､非線形項によって無限個のモードが励起されてい

る｡モードの個数からみるとこの系は無限多体系と同様な性格をもっている｡このこと

が熱力学形式を意味のあるものにしている｡

§2-2においてβとqはフィルタリング ･パラメーターとしての意味をもっている

ことを述べた｡熱平衡系の喝合､これは下図のように表せるだろう｡

β=∞ (T=0) :基底状態のみ寄与 (通す)

β=0 (T=00) :全てのエネルギー状態が平等に寄与

β=-∞ (T=-0) :最高エネルギー状態のみ寄与

これに対して､定常カオスの場合は次図のように表せるだろう｡
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アンサンブルの例 (メンバー数はN個)

I I 1 I I
1) u8+ul+u2十････････+u J =n J

2 2 2 2 2

2) u B+ul+u 2十････････十u J =n J

● ● ●

N N N N N
N) u〇十uI+u2+- ････.･･+uj =nJ

n十<nJ!<･･- ･- <ng の喝合

q-∞ ･･最大値nコをもつメンバーのみ寄与 :九･-彊 nご/j

q=0 :全てのメンバーが平等に寄与 :入8=litnくnJ 〉/j=くuj 〉
J◆o

q=-∞:最小値nlを持つメンバーのみ寄与 :1 _.=limnS/j
J◆●

統計熱力学は単なる多体系力学とは異なっている｡すなわち､力学においてはハミル

トン運動方程式を解いて解を得るが､統計黙力学においては長時間平均値の量のみが必

要であるからハミルトニアン運動方程式を解く必要はなくハミル トニアンHの構造 (エ

ネルギー固有値)のみから自由エネルギーf(V,β)は求まる｡

カオスの場合は§3⊥1で示したように､マップfからえられる演算子Hqの最大固有

値から入qは求まる｡しかLfから時系列tuJlをコンピューター等で求めて (これが運

動方程式を解くことに対応)これからAqを求めることも容易である｡これは統計熱力

学におけるnoleculardynatDicsstudyに対応している｡そこでは､熱力学系を多体力学

系で近似し､その熱力学量を求めるのに､わざわざ運動方程式を解いている｡こす功1'で

きるのは高速コンピューターがあるからである｡

非平衡系を取り扱うのに相関関数の方法がある｡カオスでこれに対応するのが我 の々

Qエq'を用いる一般相関関数の方法といえるだろう｡定常カオスといえども入｡等で特徴

づけられる大局的性質とQこq'でとらえられる相関が存在する｡すなわち定常カオスは統
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計熱力学的側面と非平衡統計力学的側面を合わせ持っている｡ここでも､入れ子構造を

兄いだすことができる｡これは下図のように表せる｡

熱平衡系

熱力学

統計力学にとって揺らぎは平均値とともに重要であり､統計熱力学には揺動定理Cu=

(∂E/∂T)｡= ‡云29-(E-A)2〉/kT2がある｡我々のカオス理論でこれた対応す

るものが (2-5)式で与えられている｡そこでは拡散係数が時系列の揺らぎで表現さ

れている｡統計力学における揺動散逸定理および熱力学におけるカルノー･サイクルに

対応するものをカオスの中から兄いだすのは興味ある問題である｡カルノー･サイクル

は熱力学第2法則と深く結び付いており､熱機関の効率の限界を与える｡これは深い示

唆を与えているものと思える･｡すなわち､カオス系の予測可能性の限界は系の最大リャ

プノフ指数で決まると予想される｡このとき ｢予測｣という概念の有効な拡張が重要な

結果をもたらすであろう｡

ミクロとマクロという観点からカオスをみると､ミクロカオスは統計熱力学の成立条

件であるエルゴート性をささえているし､マクロカオスは乱流などのモデルになってい

る｡ところで､相転移をもたらす最も簡単な統計熱力学モデルとして二次元イジングモ

デルがある｡この様な簡単な系において自由エネルギーの厳密解を求めるのは数学的に

極めて難しい｡ところがカオス理論の喝合はカオス転移をもたらす系の厳密解は§2で

示してあるように簡単に求めることが出来る｡転移という現象の本質を調べる系として
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はイジングモデルはまだ余分なものを持っていたといえる｡

さいごに､統計熱力学と揺動スペクトル理論の基礎づけについて考えてみる｡統計熱

力学はKhinchinによって中央極限定理によって数学的に基礎ずけられた｡一般に､新し

い物理学には新しい数学がともなう場合が多い｡最近､確率論において､largedevia-

tionstheoryが発展されている｡揺動スペクトル理論はこの理論によって数学的に基礎

づけちれるだろう｡なお､保存系カオス､量子系カオス､多自由度系カオスおよび時空

カオスにはそれぞれ特有な問題があるがここでは触れなった｡ただしカオスの本質の多

くは我々が問題にしている少数自由度系カオスに内在している｡

5-3 カオスにおける相補性

一つのカオス時系列 ‡uJIは一般に拡散的側面と間欠的側面を合わせ持っていることに

ついてはすでに§2において述べた｡純ガウス過程と純間欠過程が両極端の例であり､

この場合はそれぞれ拡散的側面と間欠的側面しか持っていない｡-つの対象を認識する

とき､その認識の仕方で表れる側面がことなる｡これを統計熱力学の例で碍明すると､

βはqに対応しているのであるから､β=0近傍すなわち高油において対象を観測すれば

その対象の拡散的側面が表れる｡また､β=∞近傍すなわち絶対零度近くに冷やして対

象を観測して得られる性質が間欠的側面を表している｡このように､特定の温度のみで

はなく､あらゆる過度において対象を調べることにより､我々は対象の トータルな認識

を得ることができる｡時系列においても､あらゆるqの値についてAqを調べることによ

り､その大局的(global)性質の全貌を知ることができる｡

量子論においては､電子などは粒子的側面と波動的側面を持っており､観測の仕方に

よ?てどちらかの側面が表に現れてくる｡この波動性と粒子性は相補的であるとして理

解されている｡このときのパラメーターはド･ブロイ波長入=h/pであり､観測のスケ

ールPが､(1/9)))(1/A)のときは波動性が現れ､(1/9)くく(1/A)のときは粒子性が

現れる｡時系列の場合､Aに対応するのが (2-2)式の下で与えられている入qの収束

半径〟である｡すなわち､暮qlくく〟のときは拡散性が､IqI〉〉〟のときは間欠性がAqに

ょって表現されている｡このように一つの時系列の中にも拡散的側面と間欠的側面右も

っておりそれは互いに相補的関係にあるということができる｡従来は拡散的側面しか取

り扱われていなかったので､この領域は古典的領域と名づけてもよい｡間欠的側面は我

々によって初めて明確に認識された側面であり､とくに§2-5に述べたような純間欠

カオスの場合はこれによってのみ特徴づけられる｡

5-4 日然認識における抽象化とリアリティー

カオス理論は伝統的物理学に較べて抽象的であるから､自然科学としてのカオス理論

を発展させていく喝合､抽象化の意味と役割を考察しておく必要がある｡この陶題を考
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えるとき､最も良い例となるのが E.NLorenzの記念碑的論文 rDeter山nisticNonpe-

riodicFIoy｣である｡ これを例にして考察を進めることにする｡

研究の対象は地球の大気である｡すなわち研究対象の素朴存在として大気がある｡研

究の目的は気象の長期予報の可能性を明らかにすること一にある｡素朴存在としての大気

そのものを我々は科学的 (数学的)に取り扱うことはできない｡そこで対象をモデ)Hヒ

しなければいけない｡物理学者が行うモデル化のガイド･プリシプルは､注目した性貝

を損なわない数学的取扱が最も簡単な系を作ることである｡これによれば太陽光線にて

昇過した大地によって暖められている大気は､上面と下面がそれぞれ-様な温度を持つ

強制散逸力学系によってモデル化される｡この様にモデル化された系は常微分方程式に

よってその運動が記述される｡このモデル化は惑星のケプラー運動を問題にするときは

惑星と太陽を黄点にモデル化することに対応しており､′伝統的物理学においてよく用い

られる抽象化である｡この様な抽象化を r古典的軸率化｣と呼ぶことにす岳｡lorenzの
場合､この様に抽象化をしたモデルにおいてもそれは連続体を表しているので変数lお里

統無限個あり､極めて複雑である｡目的は予報の可能性の可･否にあるから､Lorenzは自

由表面の条件下で､フーリエ級数解を仮定し､さらに熱対流発生に重要な3つのフーリ

エ成分のみをとり､その振幅に関してモード･結合方程式をつくった｡ここまでくると､

この新しいモデルは3元連立非線形微分方程式で表せる｡この抽象化によって変数が連

続無限個から3個に減じた｡これによって数学的取扱が極めて容易になり､その運動は

当時 (1962年)のコンピューターによって計算することができた｡この計算から当初の

目的であった気象の長期予報の可能性を明らかにすることができた｡結果は長期予報の

実際的な実行可能性はないということである｡

カオス研究の歴史からみて重要なことは､この研究によって､少数自由度の決定論系I
でもある条件さえみたせば非周期的運動が生じ､この場合は､散逸系になっているので､

その道軌における軌道はストレンジ･アトラクターに吸いこまれ､その上の運動は不安定

であり､初期の誤差が指数関数的に増大することなど が兄いだされたことである｡

Lorenzはさらなる抽象化を行った｡この抽象化こそ ｢現代的抽象化｣といえるだろう｡

それは1つの変数の時間変化のみを取り出し､それは振動しているのであるが､その振

動のピークにのみ注目し時刻t=tnでのピークの値をznとしたとき､Ⅹ軸にZ｡をy軸

にZ｡.tをとるというLorenzプロットを作り､それが1つの曲線を構成することを発見し

た｡この抽象化により､連続時間が離散時間になり変数は1個になり､運動が1次元写

倭 (マップ)によって表されることになった｡そしてこの 1次元写像によって､長期予

報の不可能性が本員的に極めて明セキに理解できる｡

惑星のケプラー運動程度の問題であれば古典的抽象化によるモデルで充分に､我 は々

本員を理解することができる｡しかし運動が極めて禎社なカオスの場合は､古典的抽象

化の上に更に現代的抽象化をほどこすことによって初めてその本質を明セキな姿で捉え

ることができるのである｡古典的抽象化のみに慣れ親しんできた物理学者にとっては､

このような現代的抽象化は､余りにも抽象的に感じ､そのリアリティーの欠如すなわち
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素朴存在対象と抽象的モデルの隔たりに不安を覚える｡しかし人間の知性でカオスを明

セキに理解するためには､現代的抽象化は必要である｡これは絵画の喝合と似た事情が

ある｡画家が絵をかくとき､まず写実的に書くことが考えられる｡このはあいも､物理

学者が実験を行うとき､純粋なある結晶を選ぶように､画家もまず描く対象を選択し､

それを表現するときに､写真とは異なり抽象がなされる｡この場合の抽象が ｢古典的抽

象｣ に対応している｡絵画の場合､いわゆる抽象画がある､これは写実的に表現された

山水や人物に共通するある美的パターンを抽象して描いているともいえるだろう｡この

時の抽象が ｢現代的抽象｣に対応している｡抽象画は具体的に何を描いているのか分か

り難いので､初めてそれを見る人に不安を与える｡しかし､そこには写実を越えたある

美的本員が描き出されていると思われる｡

物理学者は力学と言えば､･連続時間で表現されるハミル トン力学系のみを取り扱って

きた｡数学者は､ハミル トン力学系を抽象化した力学系という概念をつくり､これを研

究してき+I-｡カオス理論が対象とする系はこの力学系である｡この力学系の立場にたっ

と､虫の個体数､化学反応､電気回路､経済モデル､--･などの時間変化が研究の対

象となる｡現代的抽象化の例として､Lorenzプロットを説明したが､それよりも以前に

Poincar6はPoincar6mapをつくっていた｡これも現代的抽象化といえるだろう｡そのほ

か､強制散逸系では､ストロボ表示によっても一次元写保が得られることがある｡

Lorenzはさらに､Lorenzプロットから得られた一次元写像を二つの直線からなるテン

ト写像に理想化した｡古典的抽象化によって得られるハミルトニアンによって物理学的

対象の性質が調べられるように､現代的抽象化によって得られる写保によって力学系の

運動は調べられる｡一次元写像にまで抽象化すれば､化学反応系､生態系､経済系など

を同一の土俵で取り扱うことができる｡

写保の変数を§2で行ったように (例 :(2-46)､ (2-47)､その他)粗視化

(coarsegrain)､吾己号化 (encode)､意味すけ (setnanticize)などを行うと2億記号

力学系が得られる｡これが究極の抽象化である｡2億記号力学系よりも単純な意味のあ

る力学系は存在しない｡またモールス信号の例からもわかるように､あらゆる情報 (逮

続無根個の情報を必要とするパターン情報は除く)は2憎さ己号力学系によって表現され

る｡それゆえに､2億記号力学系の研究はとりわけ重要である｡

最後に､抽象化の長所と短所をまとめておく｡

長所 :普通畦､一般性の獲得｡本質が浮きでる｡

短所 :リアリティーの欠落｡個別性､特異性が落ちる｡

科学者が物事を議論する喝合､抽象化によって得られるモデルを用いる｡これによる

結果が一般生泊者の常識に一致しない喝合がある｡このとき､科学の客観的兵理性に悟

をおきがちであるが､モデルをつくるときに無祝されたことが結果に重要な影響を及ぼ

すことがあるので充分な注意が必要である｡
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5-5 自然法則としての力学と認識方法としての力学系

先に述べたように力学系の範チュウは広くて､物理学でいう力学すなわちハミルトン

力学系は力学系の中の一つの例として含まれている｡数学の立場からみるとハミルトン

力学系は単なる力学系の一つの例にすぎないということである｡力学系にはその力学状

態を発展させる法則がある｡この法則が力学系を特徴づけている｡その法則が自然法則

である場合は､その力学系は自然科学にとって格別の重要性を持つ｡ハミルトン力学系

はその法則として自然の基本的法則､すなわち力学の第-法則 (慣性の法則)､第二法′ヽ 〈
則 (F=ma)および第三法則 (作用 ･反作用の法則)を採用している｡このことから､

物理学にとってハミルトニアン力学系は力学系のなかでも最も基本的であり最も重要で

ある｡すなわち､ハミルトニアン力学系は ｢自然法則としての力学｣ということができ

る｡

法則としては､基本的自然法則､現象論的自然法則､経済学的法則その他､人工的な

法則などがある｡現象法則は基本法則から導かれるものであり､これにより法則のヒエ

ラル専一が構成される｡一般に､力学系の運動の解析より､その系の新しい法則が発見

される場合がある｡この新しい法則からみれば､力学系の法則は基本法則と見なせる (

法則の多重捕追)｡熱力学の法則は力学系の法則ではないが､これは熱力学の範囲内で

あればそれは基本的法則である｡ところが統計熱力学の立場からは､その第2法則は導

かれるべき現象法則にならている｡ところで理想気体の状態方程式即ちボイル ･シャル

ルの法則PV=NkTは熱力学から導くことができない｡このときの熱力学の役割はボ

イル ･シャルルの法則を表現する概念体系 (記述言語体系)の提供である｡弁無力学は法

則を公理とした公理体系の見本として良く例にあげられるが､公理から演ユキ的に導か

れる命韻のみによる体系としての熱力学はあまり豊かでない｡熱力学は熱現象を表現す

る言語として有用であり､この言語の基本的文法が熱力学法則にたとえられる｡ボイル

･シャルルの法則は熱力学の言語で表現されているが､熱力学の法則からは導けないこ

とを述べた｡ところで理想気体に統計熱力学を適用するとボイル ･シャルルの法則を得

る｡この意味でボイル ･シャルルの法則は現象法則である｡現象的自然法則としてはそ

の他に､ケプラーの法則やフックの法則などがある｡このうち､ケプラーの法則は力学

法則と万有引力の法融より導かれることは良く知られている｡

ニュー トン力学 (ハミル トン力学系)はその偉大な成功によりその体系は孟苦学の範例

となった｡ニユ丁 トン力学はその学問方法としてみた場合､それは問題としている対象
を我々がいかにして認識していくかの方法を我々に教えている｡近代経済学は古典力学

を模倣して形成され長といわれる｡この近代経済学では力学系モデルを用いて経済現象

が認識される｡この力学系モデルの法則は自然法則ではないから､この力学系はr監護

方法としての力学系｣ ということができるだろう｡

この節では､力学系のうちハミルトン力学系 (古典力学)がとりわけ重要であること

を述べた｡そこで用いられる法則はいわば神が与えた法則 (基本的自然法則)である｡
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これと対極にあるのがゲーム力学系である､これに用いられている法則は人間がシ意的

につくったものである｡

力学の役割をまとめてみると､(1)形式的構造の見本､(2)吾己述言語 (概念体系)の楳

供である｡また時間発展する系としての力学系は､その力学状態の未来予測が現実と一

致した場合､我々に感銘を与える｡カオスは新しい現象であるから､カオス力学系の役

割を考えるのは新しい問題である｡

5-6 統計性と不可逆性および偶然性と必然性

ここではカオス力学系を中心にしてごく簡単な考察をすることにする｡まず確率の由

来を考える｡古典力学と量子力学は自然における運動を表現する基本的な力学であり､ヽ

その力学法則は決定論的法則である｡すなわちこれらの力学系は確定系である｡これら

の力学からどのようにして確率が生じてくるかは次図のように表せる｡

確率
電 i

i⊆S

内在的確率 :古典カオス系の軌道不安定性より生じるもの

本質的確率 :量子力学系の観測に伴うもの

上図の上の例は確率論は決定論に内在していることを示している｡賭博用具 (ノレーレ

ット､パチンコ-I)はこの確率を用いている｡下の例は量子力学の二重捕造すなわち､

状態は決定論に従って変化し､それを観測するとき確率が入ってくることを示している｡.

乱数を発生させる装置として放射性物質の自然崩壊を用いるものがあるが､この場合の

乱雑性はこの本質的確率によっている｡

次に可逆性の問題を考える｡ハミル トン力学系は保存系であり rtiEIereVerSible｣で

ある｡ここでいうtitBereVerSibleとは運動を持影した映画を逆回転させて観た運動も全

く同一の力学法則に従っているということである｡この系では､現在の状態がわかると

原理的に未来および過去の状憩が同一の法則を用いて確定できる｡ところでカオス理論

で用いられる71enon写像は rinvertibleJであるがtiznereversibleではない｡ここでい

うinvertibleとは過去の状態が現在の状態から確定されるということである｡H占non写像

の場合は､現在の状憩から過去の状態も未来の状態も確定されるが､そのときの法則が

過去の方向と未来の方向与で異なっ七いる｡また一次元写像として良く例にあげられる

ロジスティック写像やベルヌーイ変換 くく2-27)式)は軍在の状態より未来は一意的

に確定されるが､過去の状態は二つ考えられ､一つに確定することができない｡これら

は下図のようにまとめられる｡

･ _< ･ > ･ ハミル トン力学系

過 現 未

去 在 来
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r- -<-- 一一 > ･ Henon 写像

過. 現 末

去 在 来

過

去

現 未

在 来

ロジスティック写像

ハミルトン力学系は保存系であるが､He'non写像とロジスティック写像は散逸系であり､

位相空間の領域が時間の発展につれて縮んでいく｡散逸系の力学法則は基本的自然法則

ではない｡基本的な自然法則を持つ保存力学系の情報を適当に縮約することにより散逸

系が得られる｡この意味では散逸系よりも保存系の万がより基本的であるが､散逸系か

ら出発した方が､実りが多い場合が多い｡すなわち力学一元論だけでは多様な自然を適

切に理解していくことができない｡なお､timereversibleでありながら散逸的挙動を示

す系としてNose系がある｡この系を用いて不可逆性に関するロシュミットのパラドック

スを解明する説が提起されているが､これによって本当にパラドックスガ解けたかどう

かはこれからの問題だと思う｡

本質的な系から現象的な系を導くとき､情報の縮約が重要である｡これにより不可逆

性と統計性が生じてくる｡これは下図のように表せる｡

(木質系)

保存系

カオス系

情報の縮約

(r不可逆性｣の本員的問題)

(現象系)

散逸系

確率系

情報の縮約

(｢統計性｣の本質的問題)

おわりに､散逸系における必然性と偶然性について簡単なコメントを付け加える｡散

逸系は一般に校数のbasinを持っている｡この皿ulti-basinの捕道は力学法則よりr必然

的｣ に決定されている｡ところでどのbasinに落ちこむかは初期条件のとりかたからくる

｢偶然性｣によっでいる｡ここに法則からくる必然性と初期条件の任意性からくる偶然

性がある｡また法則 (運動方程式)のコントロール･パラメーターの値を変えるとmlti

-basinの隅道は多様に変化する｡これは進化や発生の問題を考えるとき参考になるかも
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知れない｡

5-7 意味づけの多様性と価値付与によるその遥択

我々は§2-4において､与えられた一つの時系列を二つの立場から解析した｡その

うちの一つでは､変数の対称性のみに注目し､他方ではバーストにのみ注目してそれぞ

れ元の時系列よりも簡単な時系列に縮約した｡この新しい時系列を用いて元の時系列の

それぞれの側面を調べることができた｡このことは従来の統計熱力学に時ない新しい観

点を含んでいる｡統計熱力学では与えられた一つのハミルトニアンから､その系の熱力

学量が一意的に導かれ声｡ひとたび),tミル トニアンが与えられてしまえば結論は一意的
であり､熱力学量を導出する過程において意味づけによる多様性は生じてこない｡この

意味で統計熱力学は極めて簡単な構造をしている｡ところが先の例では一つの写像から

異なった二つの結果が得られる｡これは写像から発生される時系列にこっの意味づl雅言

なされ､それぞれについて結果が得られたことによる｡他の例として､刺激の時間変化

が考えられる｡このときイキ値以下の刺激の詳細な時間変化は刺激を受けるものにとっ

て必要のない情報である｡この立場からはこのような時間変化の情報は縮約すべきであ

る｡またボイラーの安全弁にとって問題なのは時々刻々と変化する圧力の詳細な情報で

はなく､ある時刻の圧力が設定されている圧力よりも大きいか否かだけである｡このよ

うに与えられた時系列を粗祝化したり､意味づけしたり､記号化したりする必要がある

場合がある｡このように意味づけ (粗祝化､記号化)した時系列を解析して､初めて意

味のある結果を導くことができる｡

ところで§2-4の例からもわかるように､この意味づけが一意的でない場合がある.｡

時系列を見る観点が禎数ある場合は､複数個の新しい時系列が得られる｡このとき､あ

る主体からみて､これらの意味づけのそれぞれに価値を付与し､価値の高い意味づけを

採用するという､価値付与による選択が行われる場合が考えられる｡生物系や工学系で

はこのような例が多いと患う｡例えば遺伝を担っているDNAには核酸が配列 (時系列

に対応)されており､地球の生物では配列についてのある意味づけ (暗号化)が採用さ

_れている｡多くある暗号化のうち､あるものが選択されている｡この選択が全くの偶然

であるかも知れないが､遥択されたものが有用 (価値がある)である可能性があるだろ

う｡工学においては､価値付与による遇択がっねに行われているのであろう｡

従来の物理学の体系には価値という概念はなく､それがもつ一意性が簡潔さと強大さ

を演出していた｡

ところがカオス琴論のように取り扱う対象が広がってくると､意味づけ､価値､選択

という従来の物理学において用いら申なかった概念が必要にな?てくる｡これは新しい

物理学にとって､その新しさの根源になっており､,その重要性は強調しておいてもよい

だろう｡物理学に､意味づけ､価値､遥択を明確に意識的に導入し計算を実行したのは

我 が々初めてであると思う｡
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5-8 認識様式のプロトタイプとしての時系列型認識とパターン型認識

人間は外界を五感によって感じ認識している｡五感には視聴臭味触があり､この五感

のあり方が認識の始原的形態を決めているので､これが高度な認識様式にも深い影響を

与えているであろう｡このうち触味臭は動物的な感覚であり､これは人に動物的な快あ

るいは不快を与え､それ故に生命体としての人間に兵に満足のいく喜びをもたらしたり､

ある場合は苦痛を与えたりしている｡ここでは高度な感覚である聴覚と視覚について考

える｡

聴覚による認識は音の時系列を解析することからなっている｡この意味で聴覚による

認識は直接的には r時系列型認識｣であるといえよう｡他方､視覚による認識は直接的

には rパターン型認識である｣ ｡ 人間の高度な認識様式のプロトタイプとして r時系列

型認識｣と rパターン型認識｣があり､それ.は聴覚と視覚にそれぞれが基づいていると
いうわけである｡人間の兵の認識はこの二つのプロト タイプおよび触味臭からくるもの

とによる総体を高次の段階で統一したものであろう｡例えばフッサールの ｢キネステー

ゼ ｣はこのような高次総体的認識の一例であると思われる｡ここでは高次総体的認識は

ひとまずおき､プロトタイプとしての ｢時系列型認識｣と ｢パターン型認識｣ について

ごく簡単に考察することにする｡

多くの人間の経験から生まれ､古くから人々に言いならわされた言葉である諺や格言

にはいろいろな真理が隠されている｡このうち､二つのプロトタイプを考えるときに深

い示唆を与える言葉を探してみると､不思議と思えるほどぴったりとした言葉を発見す

ることができる｡それをタイプ別に書くと下のようになる｡

聴覚 (時系列型認識) : 耳学問

視覚 -(パターン型認識) : 見る事は信じる事

これを逆にしてみるとその本質が益々よくわかってくる｡すなわち､見るだけでは学

問にならず､聴くだけでは信じる事ができない｡視覚によるパターン型認識は直観的理

解であり､それによる直接的納得感が悟をもたらす｡他方､伝えるべき情報の言語表現

という時系列化を通して理解することが学問である｡テレビ (パターン)が伝える情報

量は莫大でありそれはラジオ (時系列)の比ではない｡苦､テレビの持つ莫大な情報量

のみに目をうはわれ､テレビによる子供の教育の楽観的な有効性を解く教育評論家がい

たが､大宅壮-氏のテレビによる一億総白痴化の方が正しかったことはテレビの歴史の

教えるところである｡テレビによる教育は現代でも行われているが､学問からみると､

それは学問が学問としてあるところの最も本質的でないところでテレビが本賞的な役割

をはたしているといえよう｡学問の本員は､情報の言語表現による時系列化にある｡学

問の内容は本として出されるが､本は文字の列すなわち､記号力学系よりなっている｡

事を単純化､理想化したものである｡このような単純な立場から思いつくままに種 の々

仔監



ものを二つのタイプに分けると､下のようなものが得られた｡

時系列型 パターン型.

運動 構造

弁証法 構造主義

分析 直感

音楽 ､絵

ダーウィン リンネ

カオス フラクタル

実はパターン型認識は時系列型認識を生みだし､サポー トしている場合が多い｡数学

における図や紀号のパターン的配列は､これなくして人間はその内容を理解しえないだ

ろう｡ただ面白いことに､解析幾何のように､数学からの図の追放という流れもある｡

単なる直観的 (バターン型)理解は危険であるということだろう｡

我々は§4-3においてイジング･スピン型パターンを解析した｡この場合はパターン

といっても､スピンによ'る熱力学系のように統計的に均-なパターンである｡この様な

場合はパターンといえども物理的に取り扱う事ができる｡均一ではなくしその特異な不

均一性に意味がある場合は物理的に取り扱えない｡パターンの物理学としてはまず分規

学がある｡これは結晶学において見事に成功しており､最近ではペンローズ図形が発見

された｡しかし分類学は学問のレベルからいえば低いものである｡パターンのパターン

たる本員はそれの時系列化ができないところにある｡学問が情報の時系列化にあるので

あるから､パターンの物種学がいかに困難であるかが分かる｡パターンのパターンたる

本質である特異的意味性は物理学の手の届かない遥かかなたにあるといってよいだろう･.

またテレビなどで用いられるパターンの走査線による時系列化は単純な問題である｡注

目すべきことは簡単な写像からきわめて複雑なジュリア集合やフラクタル集合が得られ一

ることである｡逆に､与えられたジュリア集合 (フラクタル集合)からそれを生成した

写像を導出できたとすれば､この場合は､パターン (ジュリア集合､フラクタル集合)

の本質が抜き出されたことになり､パターンの学問的解析が成功したといえるだろう｡

我々は与えられたハミルトニアンからそれが示す巨視的性質すなわち熱力学的性質を尊

く方法を持っている｡この方法とはとりもなおさす統計熱力学である｡ところで与えら

れたDNAの核酸配列 (記号力学系)の情報 (ハミルトニアンに対応)からそのD.NA

を持つ生物の構造､性質 (熱力学的性質に対応)を導く方綾を我々はまだ持っていない｡

もしこの方法が完成すれば､DNAの核酸配列の情報およびその他の副次的情報から､

ある境界条件 (環境)のもとでどの様な生物が生成されるかがわかるだろう｡これは個

体発生の問題の究極的理解に尊くものである｡しかしこの理論を完成させるのは当然の

事として極めて困難であろう｡ただ出来あがった生物個体の構造の情報をテレビの走査

線のような情報としてDNAの中に貯えられてはいないであろう｡もっと要領よく､例

朋 )



えはジュリア集合の欄報はそれを生成させる写像の情報として表現できるが､この様な

やり方で情報がDNAの中に貯えられている可能性がある｡ このとき境界条件 (環境)

の役割は非常に重要であると思われる｡

(75)


	KJ00004786513
	KJ00004786514

