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30･ ポリマーネットワークのスケーリング理論

東北大教養 大野 かおる､ Mainz大

兵誇媒中の線形ポリマーの理論は deGennes【1】と des

Cloizeaux【2】によって見出されたポリマー統計とn成分

スピン系のn-0極限の臨界現象の間にあるアナロジー

によって成功をおさめてきた｡ポリマーが枝分かれした

り､互いに連結したりして構成されるネットワークの場

合のより複雑な統計も古くから関心を持たれ掛 ナた問題

である【3】｡ポリマーゲル【1】は図 1に示したような複

雑にからみあったフレキシブルなポリマーの巨大なネッ

トワークであるが､そのような巨大な枝分かれポリマー

の統計は格子アニマルやパーコレーションの理論に関係

していることが知られている【4】｡希薄浴液の極限では

この間題は良溶媒中に一個だけ独立にポリマーネットワ

ークが存在している状況にいきつく｡この場合に一つの

特定されたトポロジーを持つポリマーネットワークに着

目しよう｡環形ポリマーは最も長く知られている簡単な

例であるが､これは線形ポリマーとはかなり異なる統計

的性質を持つ【21｡より複雑な星形ポリマー(図2)とか

棒形ポリマー(図3)なども_そのような巨大分子の化学

合成の実験的発展【51にともなって最近になって研究さ

れてきている【6-9】｡

本研究【10】では冒頭に述べたdeGennes等【卜2】に

よるスピンアナロジーを一般のポリマーネットワークの

場合に拡張し､さらに一歩進んでポリマーネットワーク

のスケーリング理論を導く.｡
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図2 星形ポリマー

図3 櫛形ポリマー

図4 ネットワーク例

我々がスピン系と呼んでいるのは､古典的なnベクトルモデルのことで､そのハミルトニア

ンは格子点上の最隣接対ijのスピン内積の和

3C=~JH H = <最S･''SJ (1)
で与えられる｡各格子点上のスピンはn成分ベクトル Si=(S.･(1),S.I(2),…,si(n)) で､一定の長さ

ISII2-√nを持つ｡このハミルトニアンはn-1,2,3のとき､それぞれ､Isingモデル､

planar.モデル､古典 Heisenbergモデルを表すが､以下ではn→0の極限のみを考える｡

長され ,i-1,2,-,fのf本の線形ポリマーから出来ているポリマーネットワーク

を考えよう｡これら線形ポリマーの端は互いに結び合っているか或いはダングリング端になって

いて､その結合の仕方がポリマーネットワーク･の-つのトポロジーSを与える｡あるトポロジー

弓を保ちながら自由に動くポリマーネットワークの場合ー最も興味ある統計的な量の一つは可能

な配置の総数N4(A .b 2･･･R,)セある｡各々の長さD.,b 2,･･･,D.は菅同じオーダーで十分

大きくなると､a.+b三+-+A .-Lと置いて､この量は漸近的に
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N9(Pl,22,････PF)～(Pl+C2+･･･+Cf)79-1pt.･tZ･-･･′′ (2)

のように振舞 う｡ここで〟は トポロジーSに関係せず､溶媒やポリマーの微視的性質で決まる有

効配位数(effectivecoordinationnumber)と呼ばれる数で､ス七 ンアナロジーでは臨界点をKc

としてFE-1/Kcで与えられる｡一方､指数rGは系の微視的詳細に依存しないユニバーサル

な量である｡しかし逆にトポロジー引こ依存して異なる値を持つ｡ネットワークの結合点もしく

は端点のいくつかが表面に吸着している場合はどうなるだろうか｡やは り､その場合の配置数の

振舞も(2)式に従うのだけれども､容易に想像されるように指数の値は吸着のない場合から変化

する｡統計的に興味のあるもう一つの量は､ポリマーネットワークの端点間の距柾 rの分布関数

p9(r) である｡この関数は線形ポリマーの場合と同様

のスケーリング形

pg(r)-idOg(,i-p) (3)

を持つ｡ここでL,は トポロij一別こも依存しないユニバーサルな臨界指数であり､つまり､線状

ポリマーの臨界指数y(d-2でレ-3/4,d-3でZ/-0.59)と同一のものである｡

スピンアナロジーを用いて配置の総数N,(bl,b 2,･･･,DE)を評価する事をまず考えよう｡

一般にg本のポリマーが枝分かれ している点をg次の官能基と呼ぶ｡ある点から線形ポリマーが

出発しているg個の互いに隣接した点Pl,P2,-,P.から出来ており､点Pが格子点上を自

由に動き回る際､官能基の形は変化しないと仮定するのがよい｡つまりPが動くときPl,P2,

-,p . の点Pに対する相対位置はいつも同じであると仮定する｡そして､このg次の官能基に

g次の Co叩OSite演算子

QC'mL'm2'''''m''=押 'sf,m2'･･･sj.m･' (4)

を対応づけておく｡ダングリング端にも1次の Composite演算子

吋 '-芋slm' (5)

を対応づける｡すると､スピンアナロジーの帰結として､ポリマーネットワークの配置数の母関

数くあるいはラプラス変換)
q〉 (O q〉

xg̀K'-ふき.･･･,,!.JP9'Ql･C2,･･･,2/'K'1+̀2'●''十tl (6,

は各 の々官能基のCo岬OSite演算子の積のアンサンブル平均俳線形帯磁率)に等しい:

x9'K'-拍 'QS･･･'vg'･･･'-VC'･･･'])･ (7,

ここでNは全格子点数である｡また､第i番目の線形ポリマーの両端のスピンは第i成分が対応

し､(7)式の､<>内には必ず2個ずつペアで各成分のスピンが現れることにも注意しておく｡

例えば図4に示されるネットワークでは(7)式は

克くyl'"vl'2'yl'"吋 4･5'Q4'l･2･3･4')
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となる｡我々は高温展開の方法を用いてこの等価性を厳密に証明し､さらに(2)､(3)式の性質

を導くことが出来ることを示した｡ ● 叫

現象論的なスケーリング理論を開発するために､ ConPOSite場との相互作用

JI A- )I A Jt

光cf= 菩Ihtm'yl(m''m!1,!lh2(m't'y2(m･''･且 ,!"!zh3'm･E･"叶 '･叫 ･･･ (9,

を含む形にnベクトルモデルを拡張しよう:

3e
- --KH-3ecf.
kBT

すると非線形帯磁率x,(K)は､このハミルトニアン系の自由エネルギー

F--kllTlog【Tr81X/kB']

(10)

(ll)

を Composite場h9t-''について適当に微分した後､全ての場を0と置くことで得られる

xQ'K'､-一拍 3,a ,･･･a ,]上

例えば図4に示されるネットワークの場合､(8)式が

封

a a a a a

ahl(1)ahl(2)ahl(5)ah3()I4･5)ah4(I,2,3,4)]FL"

(12)

(13)

と同じであることを見るのはたやすい｡

いま一g次の ConPOSite場hQtH''がその成分もて依存せず､還元温度t～Kc-Kによって

tAのようにスケールすると仮定するのほ自然であろう｡そこで､ハミルトキアン(10)で記述さ

れる系の自由エネルギーは臨界温度近傍かつ非常に小さい Composite場の値に対して

Fb'- 12-a ob(含 量 ････) (14,

のようなスケーリング形を持つと仮定する｡ここでaほ比熱指数で､スーパースケーリングα-

2-L'dで与えられる｡ Composite場に関するこのスケーリングの仮定はもうともらしいもの

であるが､一般に多点相関関数は乗数的にくりこみ可能ではなく､くりこみの後しばしば同じか

もしくはより低い正準次元を持つ別の関数と混ざり合うことが知られている【111｡これは､

｢ネットワークSを作っているポリマーの全長Lを一定にした時の配置の捻数のなかには､その

ネットワーク弓を作 りあげている何本かの線形ポリマーの長さを0に縮めることによって生まれ

るより簡単なネットワークも含まれる｣という事実に関係している｡ネットワークを作る全ての

線形ポリマーの長さが同じである配置のみを議論する時は､我々はそのような付加項を無視して

トポロジー弓に直接関係した特異性部分(エッセンシャルパート)のみを議論しなければならない｡

我々のスケーリング形(14)は､このエッセンシャルパートの特異性について成り立つものと考え

るべきものであ.る｡(2)式で導入された臨界指数γ9が､非線形帯磁率のエ･yセンシャルパート

の振舞い xq(K)～1-ク｡･で定義された臨界指数 や9と γ9三や8+1-I.の関係で結ばれているこ

とは(6)式の逆ラプラス変換を(2)式と比較すれば容易にわかる｡そこで(14)式のスケJ)ング

形を(12)式に代入すれば､結局､
00

γg=a~1~fJ .!lnOdg (15)

が得られる｡ここでn.はネットワーク中のg次の官能基の数である｡f本の腕を持つ星形ポリ

マー(図2)の倍界指数をγ(f)とすると､n'-f,nE-1で他は0になるので､(15)式より
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(16)

が得られる｡(15)､(16)式を併用すると､任意のネットワークの臨界指数γp.は線形ポリマーの

臨界指数(α,T,i/等)と星形ポリマーの臨界指数γ(f)の線彪結合で表されると言い換えるこ

とが出来る｡

このスケーリング理論は官能基のいくつかが

表面に吸着している場合にも容易に拡張すること

が出来､その場合には中心のf次の官能基が表面

吸着した星形ポリマーの臨界指数 T 字(f)も基本

的な量となる｡簡単ないくつかのネットワークの

臨界指数γ.,をスケーリング理論を用いて表した

結果を図5に示した｡以上のスケーリング理論の

結果は Conformal不変性による2次元厳密解と

コンシステントである【121｡

我々はさらに､表面吸着のある場合と共に､

星形ポリマーの臨界指数をe(-4-d)展開の方

法で計算したくT(f)の0(e)までは文献8で既

に得られている)｡e展開は､星形ポリマーの腕

の数fが大きくなる時には､より高次の係数にf

のより高次の等が現れるので注意しなければなら

ないが､少なくともスケーリング理論の検証には

たいへん有効であろう｡詳しい議論は我々の論文

【101を見ていただくこ.とにして省略するが､我々

の結果は

(a)一~､..■-∫Y 紅b̀'dc' (d)く⊃Y. Y.. 一1.1

彊'蘇り r*g丁･酵"I
･4-2 Y.1 Y.1.㌔ -Y, Y-1.2(Y1.-Y.)

(i) (j) (k) を 3 ;iノ○をく
Yt3) Yt3).a-I-Y Yl3).V.Y..-Y.Y(3).CL-1-Y.V.≠l-¶

fj十鮎'n' 鮭?Ad 'p'

Y(3).V.2(Y..-W Y(3).V.3(Y..-W :Y,(3) YJ37.u1.1-Y

tq) (r) ts)腐 ｡毅二患 客/
図5 簡単なネットワークでの

スケーリング理論の与えるγ9

･(I)-1+(,-1)lfJ甲 ]+I(I-1)(ト 2)A(I) (17a)

γS(I)-1.(γ1- 1)I-(γ11+V)fm ).I(I-1)(I-2)B(I) (17b)2

で与えられる｡但しA(∫),B(∫)はfの正則な関数つまりfの多項式でありJ前者は具体的に

A(f)=e2/ 64+0(e3)と得られている｡線形ポリマーの自分自身との接近確率を議論する

と､例えば接触指数8.は図4(j)のネットワークの臨界指数γ9に関係していること等が容易に

わかる｡このことを利用して我々の0(82)までのγ(f)の結果をスケJ)ング理論の結果と併

せると､接触指数8.,0 2の desCloizeaux【13】による0(82)までの結果とコンシステントに

なっていることがわかる【101｡また､3次の官能基をg個持つ棒形ポリマー(図3)の臨界指数は､

(15)式によりr… b(g)-r+g【r(3卜 γ】で与えられるが､これは同じγC｡mb(g)に対する

文献9の0くど)の結果とコンシステントである｡さらに､スケーリング理論を用いて､f本の脱

のうちのg本の終点が表面吸着している場合の星形ポリマーの臨界指数T=･･･l(f)を求めると

に の記法では添字 1の数がg個あるとす&)､γ･････.(f)-γ(f)+i,+g【T,I-γ1】と

なる(γ .I .γ･'はそれぞれ両端および片端が表面吸着した場合の線形ポリマーの臨界指数)が､

我々はこれらの指数に0(e)までの数値を代入したものとγ 1,･- .(f)を直接に0(e)まで計算

したものとが一致することも確かめた｡
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まとめ と 考察

一般化されたスピアナロジーの結果として､任意のポリマーネットワークの配置数臨界指数

r与は､対応した非線形帯磁率のエッセンシャルパ-トの臨界指数γSに(2)式を介して関係して

いる｡さらに､現象的スケーリング理論により､この臨界指数は星形ポリマーの臨界指数γ(f).

γ,(∫)の線形結合で表されることが示された｡結果は(15)(16)式で与えられるが､簡単なトポ

ロジーについて図5に例示されている｡一方､星形ポリマーの臨界指数はくりこみ群のe展開の

方法で計算することが出来､我々の結果は(17)式で与えられる｡我々の結果はスケーリング理論

を介して､いくつかの簡単なネットワークの既存の結果とコンシステントになる｡e展開は腕の

数 fが増すと良い結果を与えない｡一方､fの小さい値では､モンテカルロシミュレーン'ヨンの

既存値【6日 d=3の場合)､γ(1)-γ(2)-γ〒 1･17,γ(3)- 1･05･γ(4)- 0･88･ほ

γ- 1.17,A(f)- 0.01とした(17a)式に良くフイットし､さらに､これは我々の0(e2)

の結果､A(f)-1/64､と比較的良く一致することがわかる(f-5,6の時の一致は長くない)｡

d-2の場合には表面吸着の星形ポリマーの臨界指数もシミュレーションで調べられており【7】､

γ s (2)- 0.35,γS(3)--0.82,γ.(3)- 0.68が得られている｡我々のe展開の0(e)の

結果は(17b)式より_γ,(2)-1/4 , γ,(3)- -1/2,γ.(3)主1/2であり､両者は

比較的良く一致しているといえよう｡

腕の数が増えると星形ポ リマーの臨界指数γ(∫),γ,(∫)は減少していくが､この振舞は

今のところ系統的に調べられていない｡また､以上の話はいずれも長路媒中のネットワークに限

られるが､β溶媒中の振舞にも興味がある｡これらは今後の研究課居として残される｡

最後に本研究に有益な助言をして下さったK.Kremer､Ⅰ.Batoulis､H.W.Diehl､

E.Eisenriegler､H.M由llerKru山bh的,各氏とAlexande,yonH｡mb｡1dt財団に感謝鼓し

ます｡
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