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1.はじめに

量子スピン系の低湿における長距離秩序(LRO)の存在を厳密に証明しようとする試みは古くから

行われている｡スピン系のLROの存在証明には有名な ｢Peierlsの方法｣があるが､これは離散的

な対称性の破れを伴う秩序にのみ有効で､ Heisenberg模型やXY模型のような連続対称性の破れを

伴う秩序の証明には適用する事ができない｡本報告では､そのような場合にも有効な ｢Infrared

Boundsの方法｣と呼ばれる証明法を用いる｡この方法は元々F,弧lichet.at.1)によって古典系に導

入されたもので､その後Dyson,LiebandSimon(DLS)2)によって量子系に拡張された｡DLS理

論は有限湿度の秩序に限られていたが､ Jo,d～aoN｡vesandFernandoPerez3)はこの方法が基底状

態の秩序にも有効である事を示した｡

最近､高湿超伝導の基礎機構がその解気的性質に関係 している可能性のある事が指摘され､4)

二次元量子反強磁性Heisenberg模型の基底状態に興味か集まるようになった｡一方DLS理論は格

子や相互作用に対する制限か厳しく､例えば､強位性の系 (XY模型を除く)には適用できない｡

そこで､以下では主にJ,次元hypercllbe上の最近接相互作用反強範性ⅩⅩZ模型

〟

a= ∑ ∑ (S:S三十6m+SraS芝+6仇+ASLSL+6巾)

a ln=1

^一〇〇

(1)

を扱う事にする｡ただし､Uは格子点の位置6.nは基本並進ベクトルである｡ A-0,1,∞はそれ

ぞれ､ⅩY模型､Heisenberg模型､Ising模型に相当している｡これらのモデルに現れる秩序はいわ

ゆるNeel秩序で､

.lim <flAll1∑(ll)a克12>>o (2)
tt

のときj成分のLROか存在するものと見なす｡ lArl∑a(-1)aS'iはスタガー ド掛 ヒと呼ばれる

量である｡ⅩⅩZ模型のLROの証明の詳細については､文献5~11)を参考七されると長い｡

2.証明法

この章では簡単に証明の手順を述べる｡ (2)式を証明するには､左辺の下限を評価してそれが正

である事を示せば長い｡そのためにまず次のよう′なSum ruleを利用する｡7･9)

〟
<S'is'a.6>- y-1JAI-1∑ gi'')∑ co畠pn

p m=1

9!'')≡ <串'lp>

ただし,-Sま≡lAl-1/2∑ae-ipqsiである｡ (3)式の右辺の和で p-(R,〟,-)≡Q,に対応する項
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のみを抜き出すと､

〟

<(Ⅰ̂1-1∑ト1)a克)2>--<克乾.6>-lArl∑ gi'')(-1y~1∑cospm) (5)
a p*Q, 7n=1

になり､(2)式の右辺 と同じ成分が得られる｡仮に与えられたAの系の相関関数9i'')の上限を厳密に

評価でき､それカ菅 )で与えられるならば､(5)式の両辺において^-∞の極限をとることにより､

(2)式の十分条件七して次式が得られる｡

-<S,is,i･6, -/''壱鞍 Sp'''(-÷ 去 cosp-) , om=1

ただし､(+)は被積分関数が正の部分のみを積分する事を意味する｡

DLSはAの系のgij)の上限が

(̂si,Pip)≦ β-1Bij)

<鴎 ,【βH,軸 ]> ≦ βcij)

を満たす関数Bi'')､ci'')lこよって

gi,''≦dp,''-÷(Bij'ci,'')1′2cothl%(Ci,''/Bi,'')1/2】

と評価できる事を示した｡ただし(,)は､DuLameltwo-pointfunction
▲

(A,B)-Z-1/.Tr(e-2PHAe-(1-2)PHB)dC

(6)

(9)

(10)

であり､Zは分配関数､β-1/kBTである｡ Ci'')は容易に計算する事ができて､(8)式が等号とし

て､

ci'')-

y V

~2雲1(1-Acosp-)̀x3'~2雲1(A -cosp-)'zz' (巌 y)
〟

-4∑ (ト cosp,n)<CC>
m=1

(i-I)
(ll)

となる｡ただし<jj>≡<SiS'a.6>である｡一方､Bi'')の評価はそれほど容易ではない｡ここま

での議論には格子や相互作用にほとんど制限がつかか ｡しかし､Bi'')すなわち (bi,輿)の上

限を評価するためには､Re且ection Positivityと呼ばれる対称性が要求され､そのために､格子に

はBondを垂直二等分する対称面が必要､相互作用は反強磁性のみ､等の制限がつく｡詳細は文献

に譲るがBi'')はp*Qvのとき

Bi'l)-

V

(2∑ (1+cosp,n))-1
m三l

I/
i2A∑(1+cosy,a))ll

m=1
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になる･｡(6)､(9)､(ll)､(12)によってLROの条件は､最近接相関<3'j>とp,nに関する積分で表現

できる事が判った｡

一般にcothc≦1+I-1なので,

Sp'''≦‡(Bi,''ci,'')I/2･βllBi,'' (13)

が成耳する｡よって､T-0の極限ではgi'')の上限は(身 )cij))1/2/2になり､これは一般に有限で

あるから以上の議論はT-0でも有効である事が判る｡ 3)このときのLROの十分条件は

-<j,.,ィ'爵 !(Bi,''ci,'')1/2(-÷去cosp-) ,o (14,7n=1
である｡また､(13,式から､積分/+'壱鞍 Bi,''が有限ならば､(14,式は有限湿度でLROの存在

する十分条件になる事も判る｡この積分は､J/≧3で収束する｡

3.XXZ模型のLRO

具体的にLROか存在するか否かを判定するには､ (14)式に現れる相関関数の下限 (または上限

)を評価し､積分を実行しなければならか ,｡以下､簡単のためにZ成分O.LROのみを扱う｡ C成

分については､Z成分の議論とほぼ同じなので結果のみを述べる｡詳しくは文献6･9-ll)を参照され

たい｡i-2のとき(14)式は､(ll)-(12)式を使って

-<zz>- -<cc>

になる｡ただし∫1は

･p - / ''7# [

㍍ > 0

∑(1-cospm)
∑(1+cosy.A)

2lィu1~ヽ~~~~~｣
､

ト÷∑｡.spm)

(15)

(16)

で定義され､T 2-0･646､T3-0･350である｡

まず､古典系との対応からZ成分LROか期待される A≧1すなわちIsing-1ikeな領域について考察

する｡ Cij)か一般に正の実数である事 と(ll)式から､この領域では

-<zz> ≧ -<cc> ≧ 0

が成立する｡さらに､(17)式からlbond当りの基底エネルギーegが

-<zz> ≧ -eg

(2r+A)

を満たし､Z成分のNeel状態エネルギーとの比較から

es ≦ -AS2

が成立するので､(15)式の十分条件として
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(20)

が得られる｡(20)式は､JJ-3のとき任意のS≧1/2とA≧1について､ y-2のときS≧1では全て

のA≧1について､ S-1/2ではA>1･78の場合に満たされる｡

上の結果は､二次元のS-1/2Heisenberg(A-1)近傍のみ証明が欠如 している｡このV

-2,S-1/2の結果については改良が可能である｡まず､適当な変分関数によってegの上限をより

長い変分エネルギーeyで置き換えて､ (19)の不等式を改善する｡10)次に､与えられたA (≧1)に
おける相関関数<xa;>とA-1に剖 ナる<xx>Hとの関係

-<xX> ≧ -<TX>H

を利用する｡さらに(18)式に代えて

⊥<zz> =
2<cT>-eg ､ 2くど3>Ⅱ-ev

A A

を用いれば､LROの存在条件として

2<〇才>H-ど, -<3才>H

r2

(21)

(22)

(23)

が得られる｡ (23)式を判定するには<xx>Hの下限が必要だが､ <x2,>H-eg/3に注意すれば､必

要なのは基底エネルギーの下限である事が判る｡文献11)では､An ders｡n流の評価法12)を拡張して

<xx>H≧-0･11895を導き､A>1･67まで改点 した｡また､∞系 と有限系の相関関数に関して

-<xx> ≦ -<a:C>^ (24-a)

-<2:Z> ≧ -<zz>^ (24-b)

を仮定するとA>1.1まで存在条件が満たされる｡ (24)の仮定はIAJ-20までの数値計算では正し

いので､もっともらしい仮定と言える｡

同様の議論がXY-1ike領域 (0≦A≦1)でのC成分LROについても行 う事ができ､y-3のとき任

意のS≧1/2とA≦1について､ y-2のときS≧1では全てのA≦1について､ S-1/2ではA <0.20

の場合にLROの存在が証明された｡また､(24)式と同様の仮定を行えばA<0.59まで満たされる｡

本章のここまでの議論は主軸方向のLRO(Ising-1ike領域でのZ成分LRO等)についてだが､それ

以外の成分､例えばXY-1ike領域でのZ成分LROは存在するだろうか｡古典的なイメージではその

ような事は有 り得か -｡これを確かめるには､(15)式をA<1の領域で判定すれば良い｡10)ただし

(17)-(19)式はここでは使えか -ので､代わりに∬成分のNeel状態エネルギーを利用して得られる不

等式

-<zz> ≧
S2+2<CC>

を使って(15)式の十分条件を次のように導 く｡
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-16<33> < ATv2+8S2-Tv A(ATv2+16S2) (26)

(26)式を判定するには<XX>の下限が必要であるが､ A<1ではこの評価は難しい｡ただしA -1

ではAndersonの評価 <33>≧-S(S+1/2J,)/3が使えるので､(26)式は

号 S(S･忘 )< rv2･8S2-,V (27)

となり､y-2ではS≧3/2で､y-3ではS≧1で満たされる｡ (27)式の右辺はAに関して連続なの

で､相関関数<cc>がA=1で連続ならば､ A<1のあるAcまで･Y成分LROが存在すると結論でき

る｡ただし<Ca:>のA-1での連続性については､それを疑問視するような数値計算の結果13)も報

告されているので､結論は出せか -｡同様の議論はIsing-1ike領域におけるx成分LROについても可

能である｡

4.まとめ

量子反強磁性XXZ模型についてLROの存在が証明された領域をまとめる｡ y≧3では､任意のS

とAについて有限湿度での存在が証明された｡四次元以上はここでは試論していないが､これに

っいては容易に示すことができる｡2) y=2では基底状態のLROの存在が､S≧1の任意のAで証

明された｡ S-1/2では､0≦A<0.2とA>1.67で証明された｡ A-1の近傍は､未だ証明がなさ

れていない｡

本報告では､hypercube上のXXZ模型に限って議論したが､ ｢InfraredBoundsの方法｣を利用 し

てⅩYZ模型や蜂の巣格子上のⅩⅩZ模型のLROも可能である｡10,14)
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