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2. カノニカル ･シ リーズの作 り方

- クラスター平均場近似と相関等式切断近似 -

東大･理 香取真理,鈴木増雄

§1.カノ二カル･シリーズ1)

コヒーレント異常法 (CAM)1･2)は,古典近似を系統的に構成 し,そこにみられる漸近的振舞

いから真の臨界現象を調べる新手法である｡′従来,近似理論は最′トの手間で真の現象の核心を

衝 くことを目的としてきたが,ここでは以下に述べるような性質を持 った一連の近似の列 (カ

ノニカル ･シリーズと呼ぶ )を構成することが重要となる｡本講演では,2次相転移を起こす

系に対する研究を報告する｡

〔カノニカル ･シリーズの特性〕

近似の列 (-4 niが次の3つの性質を持つときこれをカノニカル ･シリーズと呼ぶ.1･2)

〔1〕 各近似において2次相転移が起こる｡しかしながら臨界指数は古典値に固定される｡例え

ば強磁性体の模型における零磁場帯磁率 xSn)払 セルフ･コンシステンシイ条件から決まる臨界点

TO(n)tこおいてCurie-Weiss則 を示す｡つまり,帯磁率の臨獅 旨数 γは古典値 γ0-1に固定さ
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xSn)空

れる;

ただし,

fin)･6(n)11 (6(n)≧0)

fin)･Ie(n)rl (6(n)≦0),

8(n)- (T-Tc(n))/Tc(n)･

(1.1)

(1.2)

〔2〕 近似的な臨界点 TC(n)はある極限において真の臨界点 Tc*に収束する.例えば近似のラベル

nを Tc(n)が単調に減少するように選べたとすると

lim Tc(n)-T c*
n→∞

と表わせる｡ここで我々は近似の度合いと呼ぶ次のような量を導入する,

∂(TP)-(T5n)-Tc*)/Tc*･

(1.3)の極限は

lim ∂(n)- 0
TZ,→00

∫(1.3)

(1.4)

(1.3′)

に他ならない｡

〔3]〔1〕の特性のため,各近似において (平均場 )臨界係数が定義できることになる.その結

果,例えば帯磁率に対 してEj:, [2]で選んだnでラベルされる係数の列 ‡ffn)‡が得 られる.

これが (1.3)の極限において,次のような幕乗則に従って発散する (コヒーレント異常 ),

fin)～♂(n)-px (1.5)

(1･5)で定義される指数やxは次の関係式によって真の臨界指数 γと関係づけられる･1･2)

甲x-γ-γ｡(≧0)･ (1.6)

§2.系統的クラスター平均場近似

§1で述べたカノニカル ･シリーズはどのように構成され得るのであろうか｡再び強磁性体

のスピン模型を例にとって考える｡カノニカル ･シリーズの特性 〔1〕は各近似が,臨界現象 に
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関 してはWeissの平均場理論 と同 じ結論 を導 くものであるということである｡ いま求めてい

る近似例がWeissの平均場理論 をクラスターに拡張することによって作られると考えるのは

む しろ自然であろう｡正 しく取扱 う領域 (クラスター )を大きくすることによりゆらぎの効果

が取 り込まれ, より良い近似が得 られるはずだからである｡しかしながら,どのように拡張す

べきかは,けして自明なことではない｡

カノニカル ･シ リーズの特性 [2]は,近似を上げてい くと,極限では真の臨界点が得 られる

ことを言っている｡ 従って無限系の効果を反映させるために導入 した平均場の効果はクラスタ

ーを大 きくすると共に除々に弱 くなっていかねばならない｡クラスターを大きくするにつれて

どのような割合で弱めていったら良いのであろうか｡

我々は平均場の効果を弱めるのに,クラスターそのものを用いることを考えた｡具体的に言

えば,平均場はクラスターの表面 (境界 )部分のスピンのみにかけて,内部には一切作用させ

ない｡このもとで,オーダーパラメーターはクラスターの中心部のス ピンの期待値で表わすよ

うにする｡平均場のオーダーパラメーターに対する効果は,それがクラスターの中を通過 し伝

播する間に,クラスター内部のスピンの統計力学的なゆらぎのために弱的られる｡クラスター ･

サイズを大きくするにつれてこの減衰は大きくな り,サイズ無限大の極限においては(T>TC*

では)平均場の影響は消えるはずである｡より具体的な近似列の構成方法は参考文献 3)及び

4)を見ていただきたい｡

上述のようにして得 られる近似列がカノニカル ･シリーズの特性 を持つか否かについ七,い

まのところ次のことがわかっている｡まず〔1〕については,クラスター ･サイズ上を決めると

一意的にTc(n)が定まり,,ここで古典的な臨界現象が見 られ ることが強藤性体の古典スピン模型

について示せる. [2]の Tc(n)の収束性 tj=,強磁性 イジング模型の場合に限って証明されてい

る2.,5)スケーリング則 [3]tこついては厳密な証明はないOこれは:,非 自明な模型においては臨

界点でのスケー リング則の成立,すなわち非古典的な臨界指数が定義されること自体,一般的

に示すことが難 しい問題であるためと思われる｡しかし,臨界指数を説明するのに通常用いら

れている有限サイズスケー リングの議論を用いることが許されるならば,我々のクラスター平

均場近似が 〔3〕の性質 を持っことが導出できる (詳 しくは文献 2)のAppendixAを参照のこ

と)0

§5.数値計算

§2で説明した系統的 クラスター平均場近似の構成方法によって,カノニカル ･シ リーズが

得 られること(特に〔3〕のスケー リング則が漸近的に成立すること)は,数値計算によって も
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示されている｡2次元及び3次元イジング模型については文献 3)を,また 2次元動的イジン

§4.種々の近似列構成法

系統的近似列 を構成するのに §2で述べた方針,すなわちクラスター それ自身を平均場の効果

を弱める,いわば緩衝地帯として用いるというアイデアのもとに,い くつかの近似列が構成 さ

れている｡このうちで特に,伝送行列法を用いさらにセルフ ･コンシステンシイ条件 をWeiss

型ではなくBethe型にしたものはCAMによる解析 をする上で非常に有効な方法 となっている｡

これについては,胡 ･鈴木の報告に詳 しい｡

§5. CVM はカノニカル ･シリーズを構成し得るか

KramersとWannier6)また菊池7)によって考案されたクラスター変分法 (CAM)は,守

田によって一般のクラスターに適用できる形に定式化された.8)その名のとおり,この方法もま

た,平均場近似をクラスターに拡張 していく方法であるが,クラスター内全てのスピンに対 し

て種々の平均場が導入 されるものであり,§2で述べた構成方法 とは異なる系列である｡カノ

ニカル ･シリーズという呼び名は近似列の構成方法を言 うものではなく,近似列の持つ (漸近

的 )性質を指すものであった｡CVMがカ ノニカル ･シ リーズ としての性質を備えているか否

かは,理論的に興味深い問題 といえようくその特性か ら近似列の分類をするという作業はあま

りなされていない｡)

しかしながら,CVMで得 られる近似的臨界点が,クラスターを大きくすると真の値に収束す

るという証明はない｡それどころか,CVMではクラスターを大き くするにつれて様々な形の

平均場が導入されてい くため,セルフ ･コンシステンシイ方程式 の一般形が書き下せない｡

このため,我々のクラスター平均場近似のように有限サイズスケーリングとの関係を議論する

ことすら出来ていない｡

現在のところ,実際にCVMに従ってい くつかの近似を作 って数値的にその性質を調べてい

る段階である｡詳 しくは我々の論文9)及びこの研究会における藤木氏の報告 を参照 して頂 きた

い｡数値的データは,CVMによってもカノニカル ･シリーズが 構成できることを示唆してい

る｡

§6.カノ二カル ･シリーズを得るその他の可能性

CAMは現在いろいろな問題に適用されつつある｡ これはまた,カノニカル ･シリーズを構
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成する方法論の開発 とも言えよう｡木下 ･川島 ･鈴木の高温展開あるいは連分数展開といった

展開係数か らの構成方法,真野氏 ･中尾氏の自由エネルギーのクラスター展開法に基づ く構成

方法,また香取 ･今野による相関関数切断による構成方法 (Window-CID-CAM)などが報

告されている｡

§7. まとめ

統計力学における相転移 ･臨界現象の研究の一つの流れ として近似理論 の構成 を目指すもの

がある｡繰 り込み群の方法においてもこれを実際に実行するためには近似的に繰 り込み変換 を

構成する必要に迫 られるとい う現状を鑑みると,この方向の重要性は決 して衰えていないよう

に思われる｡

しかしながら,近似の特性 (収束性,特に収束のはやさ)についての研究はかならずLも十

分になされているとは言えないのではなかろうか｡

CVMは,今回の研究会で守田氏自身から指摘があったように自由エネルギーに対する変分

原理 を満してはいない｡それにもかかわらず変分法に従 って求められる近似はカノニカル ･シ

リーズとい う意味において〝 性質よく収束する〝 ように見 えるO構成 された近似列がi かなり

普遍的にある性質を持 ち得ることは驚きであり,研究すべき事実である｡研究会にも出席 した

Prof.C.Tsallisは,この近似列の持つスケー リング則から真の臨界指数が求められること

(CAM)に二重の驚きを感 じると語ったが,むしろこの2つは同一の数学的構造に起因する事

なのであろう｡
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