
｢カオスとその周辺｣

ダ ブ ル ･サ イ ン ･ゴ ル ドン方 程 式 の エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル に つ い て

京 大 ･工 石 森 勇 次

多 自 由 度 の ハ ミル トン 力 学 系 で あ る 非 線 形 波 動 系 に お い て ､ 低 波 数 の フ ー リエ

モ ー ドに エ ネ ル ギ ー を 与 え た と き ､ ど の よ う に高 波 数 の モ ー ドに エ ネ ル ギ ー が 分

配 さ れ て い くか を考 え る ｡ 非 柏 形 格 子 の よ う な 有 限 自 由 度 系 で は ､ Fermi-Pasta-

Ulamの 問 題 等 で 古 くか ら議 論 さ れ て き た よ う に ､非 可 積 分 系 の 場 合 ､ 非 線 形 性 が

十 分 強 け れ ば ､ 系 は エ ル ゴ - ド的 に な り各 モ ー ドに エ ネ ル ギ ー が 等 分 配 さ れ ､ エ

ネ ル ギ ー ス ペ ク トル は 波 数 に 依 存 しな い分 布 を示 す ｡ 可 積 分 系 の 場 合 に は そ の よ

う な 分 布 は しな い . 一 方 ､ 偏 微 分 方 程 式 で 記 述 され る よ う な 連 続 無 限 自 由 度 の 系

で は ､ い く らで も 高 い波 数 が 存 在 す る の で エ ネ ル ギ ー が 各 モ ー ドに 等 し く分 配 さ

れ る こ と は な く ､一 般 に は 非 可 積 分 系 に お い て もエ ル ゴ ー ド性 は 意 味 の な い こ と

で あ る . そ れ で は ､連 続 無 根 自 由 度 系 で は 可 積 分 と非 可 積 分 で エ ネ ル ギ ー ス ペ ク

トル に何 か 遥 い が あ る の で あ ろ う か ?

本 研 究 で は 連 続 無 限 自 由 度 の 非 線 形 波 動 系 と して ダ ブ ル ･サ イ ン ･ゴ ル ドン 方

程 式 一

中日 -¢‥ + sech2Rsin¢ + (1/2)tanh2Rsin2o = 0 (0くRくo)

を 考 え た ｡ 前 回 の 研 究 会 で 報 告 した よ う に ､ こ の 方 程 式 は ソ リ トン の ダ イ ナ ミ ッ

ク ス と保 存 量 との 関 係 か らR=0,R=巾 の と き可 積 分 で あ り R が 中 間 的 億 を と る と

き は 非 可 積 分 で あ る ｡ 可 積 分 系 と非 可 積 分 系 で エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル に どの よ う

な 通 い が あ る の か ､ 方 程 式 を 数 値 的 に解 く こ と に よ っ て 調 べ た ｡

初 期 値 と して 以 下 の よ う に 1つ の 低 波 数 の モ ー ドに エ ネ ル ギ ー を 与 え た ｡

¢(x,t=0)= 0,¢t(x,t=0)=Asin(27rX/L)

L は 系 の 長 さ で L=50と し､ 周 期 的 境 界 条 件 を と っ た ｡ フ ー リエ モ ー ドは

An(t)= ¢(x,t)exp卜 (27rnX/L)]dx

で 計 算 さ れ る が , こ の と き 系 の 連 軌 エ ネ ル ギ - は

J二 (1/2,¢ t 2dx-'f = o Kn(t, -:E" L,̂ n(t,･2

と 書 か れ る ｡ こ こ で は ス ペ ク トル と して 運 動 エ ネ ル ギ ー の ス ペ ク トル Kn を考 え
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た･O エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル の 広 が りの 程 度 を 表 す 量 と して Livi等 に よ っ て 導 入 さ

れ た スペ ク トル ･エ ン トロ ピー

H(t) = ∑ pn(t)1n pn(t),p｡(t) = Kn(t)/∑ K.(t)
n=8 ■モ0

を計 算 し､ ま た適 当 な 時 間 巾 で 平 均 した ス ペ ク トル 1こ (t) に対 す る エ ン トロ ピー

の 振 舞 い も調 べ た ｡ 実 額 は エ ネ ル ギ ー の 大 き さ E が

e = E/E, = 0.7,1.5,3,6,12,24, E, :ソ リ トンの 静 止 エ ネ ル ギ ー

の 場 合 につ い て 行 な っ た ｡

可 積 分 (R=■0) の 場 合 ､ エ ネ ル ギ ー の 高 低 に か か わ らず 誘 導 現 象 は 起 こ らず 正 の

リア プ ノフ 教 は 存 在 しな か っ た ｡ 図 1お よ び 図 2 に そ れ ぞ れ ソ リ トン が 発 生 しな

い よ う な 低 エ ネ ル ギ ー (e=3)の 場 合 と ソ リ トン が 発 生 す る よ う な 高 エ ネ ル ギ ー (e=

12)の 場 合 の ス ペ ク トル エ ン トル ビー H(t)の 変 動 の 様 子 が 示.さ れ て い る ｡ 低 エ ネ

ル ギ ー で は 再 起 現 象 を 規 則 正 し く繰 り適 す だ け で あ る . 高 エ ネ ル ギ ー で は ソ リ ト

ン が 発 生 し安 定 に 伝 捕 す る が H(t)は 一 見 不 規 則 に 変 動 し再 起 ま で の 時 間 が 比 較 的

長 くな る ｡ 図 3に t=0 か ら t ま で 時 間 平 均 し た ス ペ ク トル に対 す る エ ン トロ ピ ー

の 変 動 が 示 さ れ て い る ｡ t=400 を 過 ぎ た あ た りか ら一 定 に な り ､単 調 に増 大 す る

こ とは な い ｡ 図 4 に t=0 か ら t=800 ま で 時 間 平 均 した スペ ク トル が 示 さ れ て い る

｡ エ ネ ル ギ ー の 高 低 に か か わ らず 波 数 の 関 数 と して 指 数 型 の 分 布 を して い る ｡

非 可 積 分 (R=0.4) の 場 合 ､ 低 エ ネ ル ギ ー (e=0.7,1.5) で は 可 積 分 の と き と 同 様

に規 則 正 し い運 動 を 繰 り適 す だ け で あ る ｡ e=3 で は 図 5 に示 され て い る よ う に t=

800 付 近 で 誘 導 現 象 が 見 られ 初 期 の 状 態 に も ど る こ と は な い ｡ ソ リ トン の 発 生 す

る エ ネ ル ギ ー (e=12)で は 誘 導 時 間 は ほ とん ど 0 で あ り ､ 図 6 に示 さ れ て い る よ う

に平 均 的 に は 単 調 に エ ン トロ ピ ー は 増 大 す る ｡ 図 7に t=0か ら t ま で 時 間 平 均 し

た ス ペ ク トル に 対 す る エ ン トロ ピー の 変 動 が い くつ か の t に た い して 示 さ れ て い

る ｡ 誘 導 時 間 の 後 ､ ほ ぼ

H ～ aln t

で 増 大 して い る の が わ か る ｡ す な わ ち ､励 起 さ れ る フ ー リエ モ ー ドの 赦 W は

W～ ttr

で 増 大 して い る ｡ こ の 傾 向 は ､ あ る 時 刻 で の ス ペ ク トル を 適 当 な 時 間 巾 で 平 均 し

たエ ネ ル ギ ー で 定 義 して も同 じで あ っ た . た だ し､ 長 時 間 後 (t～10000) に は エ ン

トロ ピー は ほ とん ど増 加 しな くな っ た ｡ 図 8 に ソ リ トンの 軌 跡 が 示 さ れ て い る が
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安 定 に 伝 播 せ ず 不 規 則 に運 動 して い る の が わ か る ｡ 図 9は 800 時 間 ご と に 時 間 平

均 し た と きの ス ペ ク トル が 示 さ れ て い る ｡ 高 波 数 の 領 域 は 常 に指 数 型 の 分 布

K｡ ～ exp(-βn)

を して い るが 指 数 β は 適 当 な 時 間 領 域 で は ぽ

β ～ t~T

の 関 数 形 で 小 さ くな っ て い る ｡ 一 方 ､ 低 波 数 領 域 に は 時 間 が 経 過 す る つ れ 波 数 に

よ らな い領 域 即 ち エ ネ ル ギ ー が 等 分 配 され る領 域 が 現 わ れ る ｡ 各 亡 に対 す る a と

γ を 以 下 に示 す ｡

ど a γ

31.0 0.29 0.15

6.0 0.25 0.14.

12.0 0.17 0.10

も し も す べ て の 波 数 領 域 で ス ペ ク トル が 指 数 型 の 分 布 を して い る とす る と

H(t)～- 1nβ, βくく1

と な る の で a ～ γ とな る が 実 際 に は 低 波 数 領 域 に 等 分 配 領 域 が で き る の で a と

γ は 異 な っ た 値 を と る ｡ 即 ち 単 純 に p◆0,t." とな る こ と が 非 可 積 分 系 の 特 徴 で は

な い ｡

t 800

t 1600

図 1~スペ ク トル ･エ ン トロ ピこ の 変 動 (R=0_,e=3)｡
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7日0

W岬 ,

t 16001

V8000 t 8800

図 2 スペ ク トル ･エ ン トロ ピー の 変 動 (R=0,f=12)｡

矢 印 は 再 起 時 刻 を表 して い る ｡

図 3 時 間 平 均 され た ス ペ ク トル ･エ ン トロ ピー の 変 動 (R=0)0
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図 4 エ ネ ル ギ - ･スペ ク トル (R=0,と=3,12)
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図 5 ス ペ ク トル ･エ ン トロ ピ ー の 変 動 (R=0.4,e=3)｡
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7日0
O t 800

t 1680

図 6 ス ペ ク トル ･エ ン トロ ピー の 変 動 (R=0.4,e=12)｡

16 1BO tBoO
も
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図 7 時 間 平 均 され た

ス ペ ク トル ･エ

ン トロ ピー の 変

動 (R=0.4)｡ マ

ー ク さ れ た 点 は

t;800 お き に 時 日

間 平 均 した スペ

ク トル に対 す る

エ ン トロ ピー を

示 して い る ｡



｢カオスとその周辺｣

S @ @ @ @ @ @ .. :.:

8 00 @ や ○ ㊥ O Q ∞ 0 窟 壬

0 t 4ot)

t goot

図 8 ソ リ トンの 軌 跡 (R=0.4,亡=12)0
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図 9 -エ ネ ル ギ ー ･ス ペ ク トル (R=0.4,e=12).
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