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1.はじめに

ファラデー共鳴の非線形動力学とカオス

東大.哩.物理 栃木 誠

I),1)
容器に入った液体を錨直加擬した時に表面に定在波が助起される現象 (フアラデ-共鳴)において､近年､

cilibert｡良Gollu坑裂円筒容器内の2つの定在波のモ-ドが非線形相互作榔 こよって､交互に､周期的あるい
はカオス的に肋超されることを調べた｡加振振動数の比較的低い (5-20HI.)鉛直加栃の系では励起される

モードの数が少ないため､比較的簡単な常微分方程式系 (力学系)でよく吉日垂されると考えられる｡本論文では

2つのサフン､-モニックなモードの振幅の変調に対し､Hile巌 よる弱非線形理論とLagrange形式に基づいて､ハ

ミルトン方程式に散逸の効果を取り入れた発展方程式を導き､カオス解が存在することを示す.')

2.理論解析

容器は柱状であり､液体は非粘性非圧縮で､流れは渦なしであると仮定し､自由表面と速度ポテンシャルを

変数分離形

?(t,x)=∑ヮn(t■)臥.(Ⅹ),
rt

歩くt･Ⅹ,Z)=書中∩(t)¢n(Ⅹ)Hn(Z) (1)
で表す｡ここで叉,Zは水平､鉛直座標とする｡線形理論では各モードの振幅で｡(t日脚athieu方程式でき誠臣

され､特に､軌 と状態が不安定であるような加振振幅と加振振動数においては振幅が振動しながら書韻賂可数的に

無限に増大し､その振動の周期は加振の周期に等しい場合とその半分の場合がある｡後者の方 (サフl'J＼-モニッ

ク共鳴.)が不安定であるパラメータ韻域が広いため､実験ではよく調べられている｡

運動学的な境界条件と等価なDirichletの変分原理をもちいると､水面波の運動はヮnを一般化座標とする

Lagrangeの運動方程式で表される｡古典力学と同様に､散逸の効果は散逸関数fで取り入れる｡外力の振動を

aocos2utとし､固有振動数の近い2個のサブ^-モニックなモードが助起される場合を考える｡半径Ⅰミの円筒
容器においては固有関数は

¢nnl= 】(r･a)=福 Jn(N-r)×('cosmo･sinmO) (2)
で表され､モード(m,∩)̀ ､ (m.n)Cと呼ばれる｡ここでNn｡は規格化定数､J爪(Ⅹ)-加次のBessel関数､

K..,.=jnn/Rは水平方向の波数､j-RはJn(x)のn番目の零点である｡対応する固有振動数は､

unn=(KnngtanhJt･… d(1十人2Knn2))l/1 (3)

で与えられる｡ただLgは重力加速度､dは液体の静止状態での探さ､入=(γ/pg)lノ2は表面張力波の長さ､

γは表面張力､pは頼体の密度である｡円筒容器の場合､固有振動数の等しい続退したモード(m,n).と くm,

n)i(m≠0)が存在する｡
n番目のモードの榊 副ま

ヤrI(t)=P,.(T)cosut+qn~(T)sinut+A｡(T)cos2ut+Bn(T)sin2ut+C｡(r) (4)

と表される｡ここでpn,qnは0(8)､A..,Bh,C..は0(EL')､ T= E～LL,tはゆっくりと変化する時間変数で

ある｡p..,qhは､励起されるモードn=1.2以外では0であり､A..,Bh,Cnは肋起されるモードと相互作

用するモードに対してのみ0でない｡

式 (4)をLagrange関数に代人し､時間5fF一均を取り､O(EJ)の項まで残し､lJとpn,qnに適当な規格化をす

ると平均化Lagrange関数が得られる｡

L-土il(h qh-P.q､)十日 (P.,qれ)I ()ニ某日′
ここでHはp｡,qnを･一般運動量､座標とするHaEIilton関数となる｡flは2自由度の場合､

i--土hi.tβ rnと+A8(Pn2~qn'2)I+すくAr.A+Br24+2Cr12ri･2+2DM2)
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と表される｡但し､rn2=pn2+qn2､M=plq2-P2ql､βn=(u2-un2)/ (u262)､uI<u2､

Ao=a｡/ (a82)､a=(Kltanhxtd)11であり､展開パラメ-タEはE2=(U22-u12)/u2とする｡

またA.B.C,Dはモードの組と容器形状､潔さ､加振振軌敗で決まる定数である｡よって2つのサフTJ＼-モ

ニックなモードの発展方程式は

(占n,qn)=卜 ∂/aqn,a/apn)H-α(pn,qn) TL:1,1 (7)

で表される｡ここで線形減衰項は運動エネルギーに比例する散逸関数を考慮することから導かれる｡

円筒容器の場合､完全縮退したモードを区別して考えると4自由度となるが､モードi≡(m,∩)の角運動

量に対応する量

Mi=P.｡qis-qicP.a

が散逸を考慮した場合､時間とともに指数関数的に減衰することがわかる｡このことを用いて完全縮退したモー

ドはひとつにまとめられ､自由度を半分に逓減することができる｡CilibertoaGollubは､ (4.3)と(7,

2)のモードの競合を見つけている｡

3.解の分岐とカオス解の出現

運動方程式は

さ1=-aP.+(-βl十AB-Art2- Cr22)ql+DMp2
●
ql=-αql+( βl+Ao+Ar12+Cr22)p.+DMq2
●
p2=-αP2+ (-β2+Ao-Br22-Cr12)q2-DMpl

も2=-αq2+( β2+A｡+Br22+Cr12)p2-DMql
(8)

となる｡簡単のため (A､B､C､D)=(-6.-4,-3,-6)の場合を考える｡式 (8)の国定点は
(pl.ql,p2,ql)≡ (0.0,0,0)静止状憩 (Q)

(pt●,ql●,0,0) モード1の純粋状態 (1)
(0.0,p2●,q2●) モード2の純粋状態 (2)
(pl■,ql●,p2●,q2°) モード1､2の混合状態

があり､ (.1)､ (2)はそれぞれ2種類存在し(添字mとpで区別する)､さらに混合状態はpl:q･l=p2:

q2である場合 (Ma)とそうでない場合 (Mb)がある｡Ciliberto良Gollubの実験に対応する唾 着らの解析

結果に基づき､加振振動数と加振振掛こ対する固定点の安定性のダイアグラムを図1に､これらの解の分岐を図
2に示す｡周鮒 L道が周期倍分岐を起こして､カオス的な解が現れることが数値的に確かめられた｡また､周期

解はMbからのIiopf分岐に由来している｡Hopf分岐はカオス解が現れるた●めの必要条件であり､Hop

f分岐は混合状態からしか起こり得ない｡さらに､カオス解が出現するには周期解が周期倍分岐を起こす必要が

ある｡また図2において2本の安定性境界線の交点の右側 (βl>0.5)にしかMbが存在しないことがわかる｡

このことが､Ciliberto良Gollubの実験においてカオス的な周期競合がβl>0.5のパラメータ領域にのみ見
つかる理由であると思われる｡なお式 (8)は変換 (pl,ql,p2,q2)- (-Pl,-ql,p2,q2)､ (

pl,qI,-P2,-q2)､ (-Pl,-ql,-P2,-q2)に対して不変であるため､あるアトラクターに対

して対称(3:異なる4つが存在するか､それらの2つまたはすべてが融合し同じものになるかゆいずれかである｡

計算結果によると､対称な2つのアトラクターがひとつに融合することがある｡ (gluingbifurcationと呼ばれ

ている8.))図3は4つが昌蛤 したアトラクターを示す｡なお､A｡が図1の点eを越えなくてもある程度大きくな

ると､カオス解のアトラクターが1pのbasinと重なり､原点の近くに初期値をとって数値計算すると､しばらく

の間ストレンジ･アトラクターをさまよったあとで1pに近づく現象がみられた｡

#)normlfom のf蛸 を川いたHeronaProcacciba)(こよるCiliberloaGollubの実験の解析では､非線形項の係
数が6個独立に存在し､正準形式に帰着さオめ いこと蛸 ilefs'C=より指摘されている｡また､その係数はfreepa

ra皿eterSとして与えられている｡
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4.ホモクリニック軌道とメルニコフ関数

ハミルトニアン (6)は変数の正準変換

pl=(2Pl)]'2cos(Ql+Q2),ql=(2Pl)1/2sin(Ql+Q2)
p2=(2(P2-Pl)ll/2cosQ2,q2=t2(P2-PlH]'2sinQ2

に対して､

II=Ho+Hl,

fId=β1Pl+β2(P2-Pl')+AP12+B(P2-Pl)2+2Pl(P2-Pl)(C+Dsin之Ql)

Hl=-AQtPICOS2(Ql+Q2)+(P2-Pl)cos2Q21

となり､外力と散逸のない (AO=α=0●)場合､HとP2が保存し､ホモクリニック軌道

Pl=-2C (dcosh2√ct十b)~1､

x=A+B-2C,y=2D-X,Z=2(C-B)P2+β1-β2,W=-I)P2-Z,
b=xw+yz,C=zw,d=Xw-yz

が存在する｡これに対して外力がある場合のメルニコフ関数は

MfLつ… S(P2,Q2B)=2A8(Il+Ⅰ2+Ⅰ3)sin2Q20
と表され､さらに散逸の加わった場合は

Mf(P2,Q28)=Mfe.ns+2(Y(I.+Ⅰ5)

となる｡ここで､In (n=1,-.5)はホモクリニック解を用いて表される､AO,αに依らないある積分で
ある｡よってMfはαが十分小さい場合に一位の零点を持つことがわかる｡このことから散逸のない､あるいは

外力に比べて十分小さい場合に､横断的なホモクリニック軌道によりSmlehorseshoeが生成されることが数学的

に証明され61三数値計算によると､α≡0の場合にはカオス的であっても､α≠0では安定な固定点が生成され､

あるαの範囲でしかストレンジ･アトラクターが存在しない事がわかった｡

5.おわI)に

実験で-観察されるファラデー共鳴のカオス的なモード競合を記述しうる力学系を､正準形式を用いて導き､
解の分岐について考察した｡実験との定量的な一致を得るためには､より高次の非線形項が必要であると思われ

る｡また､カオス的な運動が現れるには､2つのモードの固有振軌数が少しずれていること(縮退の破れ)が必

要である｡(水平加拓の場合では縮退した2つのモードでカオスが現れる｡)このことは､保存系において可積

分から非可積分に変わることと密接な関係がある｡
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(上)図1 安定性ダイアグラム (a=0･2): 実線Ll､L2はそれぞれAB= (α2+βI芝)I/2､Ao =
(α2+β22)]'2｡2本の一点鎖線のはさむ績城にMbが存在する｡

IhT)図2 図1の破線に対応する分岐図 ;下の記号は安定な状態を示す｡ (Q:静止状態､1p:モード1の定在波､
2p‥モード2の定在波､Mb:1と2の混合状態の定在波､P:モード1と2の周期的な競合､C:モード1
と2のカオス的な競合)

指摘 3 ストレンジ･アトラクターの (･pl･P2)平面への射影 ;α=o･2,A8=0.49,βl=0.75､
初期値 (o･01･0,0･･01,0)､きざみ噸0･02､ステップ徽 50万で後半の25万ステップのみ図
示 ｡
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