
｢カオスとその周辺｣

振動子集団におけるイ ン トリンシ ックな揺動 と

引き込み相転移

九工大･工 大 同 寛 明

自然界には時間的なリズムを示す系が多数存在する｡そのような系は通常,多数の散逸的振

動子の集ま りと見なす事ができ,系全体の示す リズムは要素振動子間の相互引き込みの現象と

解釈 される｡結合が弱ければ,各要素はそれぞれ独自のリズムで振動するので巨視的 リズムは

現れない｡従って,もし振動子間の結合強度をコントロールできるとすれば,ある強度を境と

して,一種の ≠相転移〝が見られ るであろう｡この相転移の性格を探る事は,自然界にかくも

普遍的に存在する時間的 リズムの発現の機構を明らかにする上で,極めて重要である｡これま

で諸種のモデル系について,主として秩序変数の振舞いから,二次相転移 との類似が指摘され

て来たが,以下では,秩序変数の揺動 (但 し,外来ノイズに依 らぬイントリンシックなもの )

の振舞いを調べる｡解析的アプローチを容易にするために平均場型の微分位相モデルを採用す

るoすなわち,N(≫ 1)個の振動子から成 る集団について,Ojをj番目の振動子の位相 (mod･

1),Eを振動子間の相互作用強度 を表すパ ラメタとして,

dOj/dt- Bj+(6/2打N)∑T=1Sin2打(Oi"j) (1)

(1≦ j≦ N)なる力学系を考える10)BjQま固有振動数であり,系内での分布函数 をf(B)とか

く｡簡単のため,その平均値を0(一般性 を失なわない )とし,0のまわ りに分布は対称と仮

定する｡ 秩序変数は

Z(i)-N-1∑T=1e2打iW j 't) ( i′2-- 1) (2)

の i→∞ における極限値 Ẑである.もちろん,そのような極限はN-∞においてのみ存在する｡
< ∧

このとき,相互引き込みの転移点は Ec-4/f(0)であり,6<ecでZ-0,6> ecでZ≠0と

なる三)Ẑの臨界指数 pは通常の分布fに対 して,1/2である｡N<-ではZ(≠)tj:平均値<Z>
1

のまわ りで0(N2)のゆらぎを示す｡このゆらぎの大きさの目安 として

α- lim (〃<lZ-<Z>12>)1/2
〃→∞

(3)

を定義 し,その振舞いを調べる(平均<>は全て長時間平均である).2)'スピン系の言葉でいえば,
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｡2は1スピンあた りの帯磁率に相当する｡筆者のモデル(1)をEuler差分化 しての数値計算

によれば,2)Oはスピン系におけると同様,転移点の前後で巾発散

o可 6-e了γ′ (4)

を示す｡以下で臨界指数 γ′(2r′が帯磁率の臨界指数 γに相当する )を求め,数値的 な証拠 を

与 える｡
<

理論の要諦は系のサイズNについて展開する事である｡つまり,W-Z-Zとおけば W-o
1

(N一才)であ｡∴又,ち一宇Qj+Q,Itかいて 炉 ZがẐからゆらがないときの- と定義する

と,6,.-0(W)-0(N 2)となるので･これ らの式を(1)と(2)に代入 して,WとQj･qこついて展開

する事が許される｡N- - で消える項 を落 とす と,最終的にWに関する次の様な線形方程式

がえられる｡

W(i)ニーZ+N -1Z:JN=1e2打i'i･(i)
∧

+÷I.tdi'(A-(i,i′)W(i′ト A.(t･i′)W*(t')I

ここで,定義により

dq.(d/dt- nj +(6/2W)Im(仝e-2打iWj'i))

(5)

(6)

である(1≦ノ●≦N)0 (但 し,Imは虚部を意味する｡なお,(5)において W*はWの複素共役で

ある｡)積分核 4ヒは(6)の解を用いて次の様 に定義 される｡

Ai(i･i′)- lim N-1∑T=1eXPt2万i′[+I(i)±q･(t')〕N → ⊂X)

<~2甥 (T)〕).+(e/2打)J;,tdTIm卜 2打i′Ze (7)

方程式(5)の解がえられると,6-(N<lw-<u,>l2>)1/2からOが求められる｡
<

まず 6<Ecの領域を考えよう｡ここではZ-0であるからdominantphase motionq･(i)

はtrivialである. t≫1に対 して(5)を解 くと,

W(i)-N-1∑r=1(11 8/2)A(2wBj))-1e2打i'lBj州 j'0''

′■ll■′

A～(u)-I.wdTe~i′wTJ_;dBf(B)e2打i′BT
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つ まり,ゆらぎu)はN-torus上の運動 を示す｡(8)からOが次のようにえられ る｡

6-(JニdBf(a)I- (6/2)A～(2万釦 -2)1/2

(8)を使 うとゆらぎの相関々数 Cz(I)もす ぐ計算 できる.

cz(丁)…<tZ(i+T)-<Z>HZ(i)-<Z>)*>

- N-1上;dJ2f(a)J- (e/2)A～(2万9)l~2e2打i'BT

(10)

(ll)

これ らの公式によると,例えばLorentz分布 f(a)-(γ/7C)(322+γ2)~1の場合,0-√有言㌻
(4Wγ- 8)-1/2ぉよびⅣCz(I)-4Wγ(如 γ一g)-1× e-(4Wr-6)I/2となることがわかる｡(60-

47Eγに注意｡)

さて, もっとも興味のあるのは,6- etでの OとCz(T)の挙動である｡(10)よ り容易に

6≡ f (0) ( ec/lbF) 1/2 ( 60 - 6) -1/2 3日圏

ここで

b-(2/W2)I.∞dB(詰)/B･

つまり,無秩序相から相転移点に近づ くときの臨界指数 γ′は ス ピン系 の平均場モデルと同 じ

く,1/2である｡又,相関々数は転移点の近 くで指数的減卦 cz(I)(～e-T/Tcを示 し,相関時間

Tcは

Tc≡ f(0)~1(eclbV2 )( Ec - 6)~1 3日監

の様 に発散 して,ゆらぎのCriticalslowing downを特徴づける｡

さて,秩序相の解析に移ろうo巧･の発展方程式(6)からわかる通 り･秩序相 において酎 BjI

<era/(2打)をみたす引き込 まれる振動子のグループとそれ以外の引き込 まれない振動子のグ

ループの二つに分かれるo前者 ではQjが一定 となるため積分核 Ai- の寄与 は正確 に計算で

きるが･後者 で舵 れが困難であるoこのため･JBjl,612I(2打)なるjについては次 の様 な

近似を行 な う｡

A_に対する(7)の ( )-2打i′(- t,)Bj-e2*Ii:dTe2打iWj'T'

- 2万i′(t一明 -62*<e2WiWj'(i-t′)…Oj(i-i′)
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ここで最初の等号は(6)を用いて示 される｡つまり,e2wiWjなる周期函数 (周 期 tB,㌧ 〔eIa/

(2打)〕2)~1/2)の積分の微細な変動を落として,直線 にならしてしまうのである.求めるのは

長時間平均であるから,(5)は≠≫ 1で解けばよい事から,これは妥当な近似と考えられる｡ 同

様にして,A+に対 して圃7)のexpt･･･Ⅰを<e4wiWj>eOj(i-i′)で置 き換 えるo詳- 略すが,

このような近似の下で,次の結論をえた｡6-60+Qこおいて,

q ∝ (6-60)-1/8

Tc∝(6-80)-1/4

および

(15)

an冨

以上の結果(12),(13),(15),(16)に対 しては数値計算の結果が支持 を与えているが, ここではOの

スケー リング(12)と(15)に対する証拠のみ掲げる｡ ｡の従 うべき有限サイズ ･スケー リング則は
I

Log(N76J)

Log(N-主よ) -1 010g伽

5Log(Nま8')
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o-N巾 V(l6- 6clNS)
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(17)

となる｡但 し,9 -2,g(x)- a-1/8(x ≫1)(6> ee)かつ ∫-1/2,g(x)- a-1/2(x≫1)で

ある｡Lorentz分布の場合のプロットをFigurelに示す｡((a)では 6< Ec,♂-ec-EでN-

6000-20000.(b)では6> ecで ∂′- 6- ec･N-1600-6000･logは常用対数｡)

上にえられた結果で特筆 されるのは,秩序相から相転移点に近づくときの臨界指数が無秩序

相から近づく場合に見出された平均場の指数 と異なる事であるO秩序相では 0(N)の数の振動

子が引き込 まれ,その分だけ揺動が弱 くなり,発散が弱まる事がその原因と考えられる｡この

点については更に深 く調べる必要があるが,何れにせよ揺動を見ることによって初めて平衡相

転移との著 しい違いが明らかとなったのである｡なお,ここでえられた結果は,げの巾発散 と

いう筆者の予想2)を支持するが,αの非発散 というKuramoto-Nishikawaの主張 (∫.Stat.

Phys.49(1987)569)とは明らかに食い違 うものである｡

この研究 3)は文部省科学研究費補助金の援助をえたものである事を記 して感謝 します｡
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