
｢カオスとその周辺｣

熟 洛 中 に お け るカ オ ス振 動 子 集 団 の 示 す 相 転 移

東 工 大 理 - 野 - - 椎 野 正 番

1. 序論 一 確率 モデ ル と非 平衡系相 転移 一

近年､ 非平 衡状態 にお ける相 転移現象へわ関心が 高 まって いる｡ この現 象は生

体系や 化学反 応系 な どの 開放系 でみ られ るよ うな時 間空 間 的な振動バ ター ンの生

成 に代表 され るもの で あ りバ ラエ テ ィに富 んで いる(1)｡ しか し､ 熱平衡系 の もの

と比較 してその研 究 は､ 非線 形椎が 本質的役割 を果 たす 散逸 力学系 の時間 発展 を

直接間願 に しな ければ な らな い こ とが 多い点で､ 一般 には るか に難 し く､ 系統 的

な解析手段を未 だ兄 いだす に至 って いない現 状 で あ る と思 われ る｡

非平 衡系相 転移 の 問題 を統 計物 理学の立場 か ら理 解す る ため には､ 少な くとも

-つの方 法 と して､ すで に確 立 され ている熱 平 衡系 相転 指 の概念 を 自然 に非平 衡

系 に拡張 す る行 き方 が あ って もよいであろ うとの立 場 に立 ち､ 我 々は相転移 一般

の研究 を進め てい る｡ 即 ち､ 熱平衡系相手云移 を起 こす系 にお ける静 的 お よび動的

挙動は臨界異常 を含 め て よ く研 究 されているの で､ これ を も とに非 平 衡系相転移

の概念が 熱平 衡系 の もの よりどの様 に して拡張 され､ またその性質 は熱平 衡系相

転移 とどこまで対 応が と りうるのか を調べ よ う とい うわ けで あ る｡

それ には ます､ 非 平 衡系相 車云格 を示す簡単 な モデ ル を作 り､ その 振舞 いを調べ

るこ とによって､ 非平 衡系相 転移 の本質 につ い て議 論 す る ことが不 可 欠で ある｡

その と き系の動的 挙動 を論 じ易 い とい う理 由か ら､ 微分 方 程 式で表 され る散逸 力

学系 に熱裕の効果 を 白色 雑音 として取 り入れ た､ Langevin方程 式で記述 され る確

率 モデルが これ まで よ く用 い られ て きた｡

ところが､ この 方程 式 の取 り扱 い には注意が 必

要 であ る｡ それは､ た と え元 の力学 系がパ ラメー

タ-の変化 に よる分 岐現 象 を示 した として も､ そ

の力学 系 の 自由度 が有 限 な場 合 は､ それ にノイズ

が 加 わ った Langevin方 程式 は全 く分岐を示 さな

い とい うこ とであ るb 例 えば 図 1-1の ような

doublewell構造 を持 つ 一次 元の非調和ポ テ ンシ

ャルで表 され る力学 系 は しば しば熱 平衡系 だ けで

◎(x)=一寸γx2 + 与x一¢(x)

＼ ノ x

図 1-1

な く､ レーサ ー発振 等の 非平 衡系相 車云格のモデ ル と して も引合 いに出 され るもの
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で あるが､ 分 岐パ ラメー タγ の変化 により生 じる力学系の分岐現象は､ 単 にそれ

にノイズを加 えただ けの Langevin方程 式の も とではもはや存在 しえな くな るの

で ある｡ これ は､ 対 応す る有限次元の線形 Fokker-Planck力学系 では通常の

H-定理が成立 してお り(2)､ 今の場合 γの値 及び ノイズパ ワー Dの値が どんなで

あ ってもそれぞれ系 は､ 初期条件によらないで 時間の経過 と共 に唯一の定常分布

に落ち着いて しま うとい う性質を持 っているか らで ある｡

ここで振動子 を結 合強度 E(〉0)の平均場相 互作用で無限個結合させ た系 を取 り

扱 うことにす る と状況 は一変す るのであ る｡ す なわち､ 連立の Langevin方程式

d d◎ (X i) e _, ､ .n I.､+÷ ∑(xi-X i) + f i(t)
dxI N ,Tfj前 x-=~

･(x,ニー‡x2 ･ ‡ 4 ,(1･ 1,

<fi(t)fj(t')>=2DSiiS(七一 t'), i=1,2,...,N
を考 える と､ 振動 子数 N..+∞ のいわゆる熱力学 的極限では､ 系の経験分布関数

p ( t･x ) - N聖云
N

∑ 6(x-xi)
i≠I

(1. 2)

の時間発展 は次の 非線形 Fokker-Planck方程 式 (以下 NFpEと記述 )に支配

され るこ とにな るの で あ る(3,4,5)｡

∂p (t,x,) 8 , d◎(x)
=一二二一 〔-at ax L dx

<x>=∫dxx p(t,x)

a2
+E<Ⅹ>- EX]p+D T 言 丁 - p

(1. 3)

ここで ､ NFPEで は ドリフ ト項の中に未知 の分布関数 p自身 についての xの

平均値が入 ってい るこ とに注意 され たい｡ この非線形性 の故 に (1.3 )は ノイズ

パ ワー Dの変化 によ る分 岐.現象 を呈す るの で あ る｡

この方程 式の場 合 にも Lyapunovfunctionalで あるフ リーエネルギー Fが存在

し､ dF/dt≦ 0 とな るいわゆ る H一定理が 成立 し､ 定常分布への収束が 保証 さ

れ ているので あるが､ 今度は繰形 Fokker-Planck方程式 とは異な り､ 一般 に定

常 分布 は初期条件 によることにな るので ある｡ 実際､ (1.3)の定常分布 は Gibbs

分布

p H (x,x｡) ≡
exp t(-◎- 8x2/2+X.,x)/Dl
I dx exp くく-¢ - 6x2/2+x｡x)/D〉
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で与え られ､ オ-ダーパ ラメー タ くx),t はセル フコ ンシステ ン ト方程 式

<x > ぅt≡ X｡/ E=‡dx x p St (X ,Xo) (1. 5･)

で決 定 され るので､ ノイズパ ワ- Dの変 化 に伴 い (1.5)､ 従 って(1.3)が強磁

性型の二次相 専云格 に対応する pitchfork型 分岐 を示す ことを導 くこ とがで き､ そ

の ため DくDcでは図に示す ご とく初期分布 の違い によ って行 き着 く先の定常分

布が異 な るという､ 対称性の破れの生 じるこ とがわか る｡ (図ト2,1-3,ト4)

図 1-3D〉Dt

p,I(x)

′0

図 ト4bifurcation

diagram

くx'[ ゝ ｡

なお この系では (ト4)で求 まる定常分 布の局所安定性 の議論 及び 臨界点近傍

の動的挙動 について も厳密な解析が容易にで きるの であ る(4)｡

上に述べ たことは熱平衡系相転移 に対応 した相転移 を確 率モデルで表現 したも

のであ る とい えるが､ 本質的 に非平衡系の相転移を考 えるため に､ 上の議論を リ

ミッ トサ イクル型の振動子 について 当てはめ てみる｡ 即 ち､ ここで は簡単のため､

以 下の よ うな リミッ トサ イクル型振動子 を平均場相互作用で無限個結合 させ た系

についての Langevin方程式を考 える(6)｡

d
前 x i- -Uoy i+(1- (Ⅹ ･2･ y i2) i x i+ 音 戸,fx j- X i)十 f:‥(t)

d
前 y i -Uo X i十 七ト (X i2+ y i2) I y i . 意 ,F,fy3- yi). f三リ'(t)

< f i(a)(t)f j'b)(t')>= 2D 6 abS i■j6(t- t') (1. 6)

i=1,2‥‥,N (a,b= x ,y)

N- 00では､ 系の経験分布 関数 p(t,x,y ) の時間発展 を支配す る NFPEは､
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∂p (t,x,y) ∂
a t ∂x 【- U｡y+‡1-(x2寸 y2)ix+ 6くⅩ 〉- EX]p

一志 [ -ox.{1-(x2+y2)iy+ 8くy ,｢ ey】p

･D 【霊 2十 霊 2】p (1･ 7,

【 く Ⅹ>= ～ dxdy x pくt,x,y) ,< y>も同様 】

とな る｡ この場 合､ 充分時間が経 った後の定常解 として､ 系 の経 験 分布関数は

次の ごと く書 き表 せ るのであ る｡

p (t,x,y)= exp 【H(t,x,∫)]

～ dx dy exp [H(0,x,y)】 (1. 8)

H(t,x,y)= くせ(1-8)(x2+y2)一 十(x2+y2)2+ x ｡(x∝BUt+y Sinut))/D

オーダーパ ラメ- タの絶対値 x｡ /Eは､ 先 の例 と同様 にセル フコ ンシステン ト

方程 式よ り求め られ る｡

x. i dx dy x exp 【H(0,x,y)]
8 i dx dy ex p lH(0,x,y)】

上式よ り､ 分布 関数全体従 ってオーダ ーパ ラメータが周期 Uの回転 運動 を行 い､

その振幅が ノ イズパ ワーの増加 と供 に減少 し､ ある臨界値 Dc にお いて振幅が消

えるとい うリズム､ 非 リズムの相転移 (非平衡相転移 )の起 こるこ とが わか るの

で ある｡ 即ち ここでの相 転移 は NFPE (1.7) の Hopf分岐 に対 応 していることに

な る｡ (図1-5)

さらに､ これは後で詳 しく述べ るが､ 分布 関数の形を Gauss 型 で置 き換 える

Gaussian Decouple 近似 によ って求め た臨界値 Dc が､ 厳密解 とか な り良い一致

を示す とい う結果 も得 た｡

また､ この系 で振 動子の固有 周波数 に分布の あ る場 合 には､ 振動子間結合強度 と

周波数 分布の広が り程度 との競合 による同期､ 非同期 とい う引 き込 み に関す る別

の タイプ の相 転移が起 こるこ とにな るが､ これ らの結果 については ここでは省略

す る(7)｡

以上 の ように､ 振動子 を平均場相互作 用 で無限個結合 させ た系 は非平衡系相転

移の概念 を熱平 衡系相転移の それの 自然 な拡張 として議論す る うえで最 も簡単な
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モデ ルの 一つであ り､ 厳密 に取 り扱 える とい う利点 もあ るので あ る｡ そこでのポ

イ ン トは非平 衡系相転移が NFPEの分岐現象 として把握 され る とい うことであ ろ

う｡ 我 々の扱 ってい る NFPE は非線 形マ スター方程 式の一種で あ るが､ 非線形 マ

ス タ-方程式の表 す分岐現象が非平 衡系相転移 を記述で きるとい う点 に関 して､

最近我 々は非対称神経ネ ッ トワー クモデル における Glauberダイ ナ ミクスに対 し

て も解析 を行 い､ 非平衡系相転移の存在 を示す ことがで きたこ とを付 け加 えてお

く(8)｡

さて この振動子 をカオスを示 すものに代えた系は､ 振動子間結合 強度 Sとノイ

ズパ ワー Dの競合 によって.どの様な相転移 を示すので あろうか とい う問題 は非常

に興味 あ るもの と思 われ る｡ ｡

すで にカオ スを起 こす系にノイズ を加 えたもの についてはい くつかの研究が行

われて きた｡ その例 を挙 げる と､ perioddoubling型分岐の周期 解 -カオス転移

においてノイズによる bifurcationgapの生 じる例(9)や､ ノイズの大 きさを零

に近づ け た極 限での scaling則 (10)､ ノイズを･加 えることによ りカオスが消 失 し

た事例 (ll)な どが報告 されてい る｡ しか し､ いずれの場合 もは じめ に述べ たこと

と同様 の理由か ら､ 系の分布 関数の時間発展は 自明なア トラクターへの瀬近で あ

り統計 的平均値及び 分布関数 はカオ ス運 動 とは無関係で分岐 ･相転 移現象 は何も

起 こらな いこ とにな る｡

そこで我 々はカオ ス振動子 の無限 個結 合集団 を取 り上 げ､ 振動子 間結合強度 E

とノイズパ ワー D をパラメータ とす る分岐現象､ すな わち非平衡系相 転移の有無

お よび 詳細 についてモ ンテカル ロシ ミュ レーシ ョンと GaussianDecouple近似 と

によって議論 を行 った｡ その結果を次章 で述べ て行 くことにす る｡
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2. カオ ス振動子集 団の示す非平衡系相転移

2. 1 モ ンテカル ロシミュ レーシ ョン

カオス振動子 と して力学系 の性質の よ く知 られている Lorenzカオ ス方程式を

取 り上げ､ 便宜上パラ メーターを以 下の様 に設定す る｡

d

前 X=~Qx+Qy

d

前 y=~XZ+Rx~y
(2. 1)

d

前 Z=xy ~ bz

Q= 10, R =28, b=8/ 3

この とき相空間 内 には安定な カオ ス軌道のみ存在す るこ とが知 られ ている｡

(図 2-1,図 2-2)
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図 2 - 2 くx〉,くy>,くZ>の

phase portrait

(丈.甘)は 1甘平面 へOl.
〔ユ.ち)は 1号字面への射 影

この 振 動子 を平 均場相互 作用 で無 限個結合 させ､ 熱招 と しで各 々､独立な ノイズ

を加 え たシステムは次の Langevin方程 式でき己述 される｡

d

前 X i= - Q x i+ Q y i+ -i ∑ (x j- X i)+f･ ( Y-(t)N jJi

d E

前 y i= - X iZ i+ R x i~ y i+ ~一石｢ ∑ (y j~ y i) +f ･くり'(t)jII

震 z i- X iy i- bzi･ ÷ ∑ (z j- Z i,+fi(Z-(t, (2･ 2,jメi

i =1,2,‥.,N , Q = 10, R=28, b=8/ 3

< f ìa'(t)fjくい (t')>=2D a.bSijS(t●- t')
(a, b=x, ∫, Z)

上 式の 振動子の数 Nを無限大 にす る く熱 力学 的 極限 )と､ 系 の経 験 分布 関数

p (t,x･y･Z,-忠 工 業 16( x-xi , y-yi ･Z-Z･ ,

の 時 間 発展 は､ 以 下の非線 形 Fokker-Planck方程 式で与 え られ る｡
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ap (t,x,y,Z) __｣
at ∂ x

d
∂y

∂
∂Z

[-Qx+Qy+8 < x>-EX】p

【-xz+Rx-y+8 < y>-8y]p

【xy-bz十g<Z> - gz〕p

･D [霊 2十 霊 2･ 霊 2 ] p (2･ 3 ,

【 <x>=∫dxdydzx p(t,x,y,Z),< y>, < Z>も同様 】

この系は､ それぞれの結合 の大 きさ Eにおいて､ ノイズ Dの増加 と共 にどの様

な分岐を示すので あ ろ うか｡ ここで方程 式 (2.1)が (x ,y)の符号の反卓云に対

して不変であ るこ とか ら､ (2.1)が (x ,y) に対 して対称 な解 を持 っている事が

わか る｡ したが ってノイズ Dが 充分 大 きくな る と分布が (x ,y) に関 して対称 に

広が って､ オーダーパ ラメー ター くx),くy〉が共 に零 の値の固定 点にな る事

が予想 される｡ で は､ そのカオ スと固定点 との間では何が起 きているのだ ろうか｡

これ らを調べ るため には偏微分方程式 (2.3) を実際 に解 く事が必要 であ るけれ

ども､ これは解析 的 にも数値計算的 にも困難で.ある｡ そこで実際に (2.2)につい

て振動子数 N=1000及び 10000としたモ ンテカルロシミュ レーシ ョンを行 い､

オーダーパラメー ター くx〉,くy〉,くZ〉の軌 道 (phaseportrait)を求め て

み た｡

なお､ この軌道 の Lyapunov指数 にフ いては､ 軌道が カオスの時 に正値､ 国定

点の時 に貞値を取 るこ とは確かめ られたが､ 後で述べ るよ うな リミ ッ トサイクル

的な軌道が現 れる場 合 に関 しては充分な結果 を まだ得ていないので､ 本論文で は

議論を省略す る｡

以下 にシミュ レー シ ョン結果 を示 す｡ は じめ にノイズの無 い場合 (湿度 =零 度)

について､ 振動子間 の結 合の大 きさ Eの各値 にお ける軌道 の様子を述べ､ 次 にノ

イズの大 きさ D を変 化 させ たときの軌道の変化 について示 す｡

(1) ノイズ Dの無 い場合

phaseportraitの状唐 は初期条件依存性の有 る場合 と無 い場合 とに分け られ､
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その場合分 けは振動子間の結合 の大 きさ Eに依存 している｡ なお､ ここでのシミ

ュ レ-シ ヨンはすべ て N=1000の ものであ る｡

① 初期条件依存性の有 る場合

e = l で は以下の結果 を得 た｡

･初期条件を N個すべ て同 じ値 にする と､ もとの カオ ス と同様の phase

portraitを得 た く図 2-2)｡N個の分布 も一点 に集 中 して いる｡

･初期条件を N/2個 ず つ X, y の億の符号を反転 させ る と､ その N/2個 ず

つが x,y に関 して対称 な二点 に固定 した (図 2-3)｡ 平均 値 は､ くx〉

= く y 〉=0である｡
･初期条件をラ ンダムにガ ウス分布 (平均 = 0,標準 偏 差 = 10 )で与える
と､ ほぼ N/2個 ず つ ( 522 :478)が x,y に関 して対称 な二点 に固定

した｡ (図 2-4)

8 =2 ,4 ,5で も 8 = 1 と同様の結果を得た｡

､喜一

図 2 - 3 x,y,Z の 分 布

E=1.000
D=0.000

(lt亨)～ .I(X･亨)

･1 ･tJ(1･†)

ーu
P
ユl
r

図 2 - 4 x.y,Z の 分 布
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檀) 初期条件依存 性の無 い場合

S :6 ,8 で は初期条件によらず分布は一点に集中し､ も とのカオス と同

様な phaseportraitを得 た｡ (図 2-5)

{(1･2)

{(Lナ)

図 2 - 5 くx>,くy),(Z) の

phase portrait

Sが 5以下で分布 の形が二つに分かれ るのは､ も とのカオスの式(2.1)が､

x=y=±√lb(R-1)I ,Z=R-1の二つの不安定な固定点を持 っているこ とに関
係 している｡ そ こで ( 2.2)において N/2個ずつが x,yに関 して対称 な二点

に固定す るとい う条件でそ_の固定点を求 めると

x=±√【btQR/(Q+E)-6-111

y=(Q+S)x/q

z=R-(S+I)(Q+8)/Q

とな り､ xが 実数 で あるとい う条件か ら今のパ ラメ-タ-では 8 = ll.8227...

以上で はこの点が存 在 しないことがわか る｡ 実際 にはこれ よりも小 さい Eで この

点が不 安定化 したもの と思われるけれども､ 無 限次元の連立常微分方程式の固定

点の安定性を議論す るこ とは一般に困難 なので､ 本論文においてはシ ミユ レーシ
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ヨン結 果 を示すの み に とどめ た｡ また､ 初期 条 件依 存性 の有 る場合､ 各 々の終状

態 に対 す る初期条 件の場 合 わ けをす るこ とも興 味深 い問 題 であ るが､ それ は今後

の課題 とす る｡

(2) ノイズの増 加 に よる Phaseportraitの変 化

① 8= 1(N=loo°)

･D=2

初期条 件 を N個すべ て同 じに して も､ 分布 は系 の時 間発展 と供 に徐 々に広

が っている｡ (図 2-6(a),(b))

E=1.000
D=2.000 <Ll?

E=1.000
D=2.000

(111)･n

図 2- 6 (a)くx〉,(y),くZ〉の 図 2 - 白 くb)X,y,Z の 分 布

phase portrait

初期条 件を N/2 個ずつ X,y の 値の符 号 を反転 させ る と､ その Nノ2 個ず

つが､ x,y に関 して対称 な二 つの固定 点の 回 りに分 布 した (図 2-7(a),(

b))｡ 平均 値 は くx〉,くy 〉 ともにほぼ 零 で あ る｡
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靡 '●一

図 2 - 7 (a)(x〉,(y),くZ〉の 図 2- 7 (b)x,y,Z の 分 布
N/2 ご と の phase bortrait

･D =10

初期条 件 によ らず分布 はおよそ一塊 に成 って､ その平均値は先 の対称な二

点の内の一点 の近 くに国定 してい る｡ (図 2-8(a),(b))

･D =50

初期条件 に よ らず分布 は対称 に広が って､･その平 均値はくx〉,くy 〉 と

もにほぼ零 点の回 りで揺 らいで いる｡ この揺 らぎは 振動子の数 Nの有

限性 に よるもの と思 われ る｡ (図 2-9(a),(b))
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② 8=2, 4, 5 で も 6 : l と同様な結果 を得 た｡ ( N = 1000)

③ 6= 6

この ときすべ ての Dで常 に初期条件 によ らず分布 は一塊 にな った｡

･D= 1 ( N = iooo)

もとのカオ ス と同様の phaseportraitを.得 た く図 2-10(a),(b))｡

･D= 10 ( N･= 1000,10000)

D = 1と較べ る と､ phaseportraitの広が りが狭 くな ってい る (図 2-ll(

a),(b))｡

E=6.000
D=1.000 ｣甘

rfJ
.,,E=

図 2 - I0 (a) くx〉,くy).くZ> 図 2- 10 くb ) x ,Z の 分 布

のphase por･tr･ait
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ト
ーー
1

E=6.000
D=10.000

=
甘

言
r

l171___

図 2 - 1 I (a)くx>,くy>.くZ> 図 2 - I I (b ) x,y,z 0)分 布

の phase portr･ait

こ こで 間 近 にな 尋のが Nの有限性 に よ る軌 道 のぶ れで ある｡ た とえNー∞

の熱 力学 的 極 限 にお け る軌道が リミッ トサ イ クル で あ った と して も､ 実際

にはシ ミュ レー シ ョンで は Nが 有限 であ るため その 軌道 はぶ れ を伴 い､

phaseportraitを 見 ただ けで は リミ ッ トサ イ クルか 否か判 別で きな い こと

にな る｡ しか しこの N有 限性 によるぶ れ は Nが 無 限 大 に近 づ くにつれて

小 さ くな るの で､ 実際 に Nを増 や してシ ミュ レー シ ョンす るこ とで Nー00

の熱 力学 的 極 限 にお け る軌道 を推測 す る こ とが で きる｡ ここで は､ N = 10

000の シミ ュ レー シ ョンを行 った (図 2-12)｡ これ を見る と､ 軌 道の幅が

さ らに狭 まって い る事が わか る｡ 従 って､ Nl-･∞ _の熱 力学的抵 隈 において

は この軌 道 は リミ ッ トサ イクル にな る こ とが､ 予 想 され る｡ この こ とにつ

いては､ 次 章 の GaLISSiandecouple近 似 の とこ ろで も議論 す る｡

･D=15 ( N = 1000)

phaseportraitは再び カオス的 にな った (図 2-日∴)｡
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E=6｡□OCl
D=10.1〕00

図 2 - I2 くx>,くy),くZ>の

phase portrait

E=F)｡DrJO
D=1EJ｡0釧コ

ど(X･富)

ピtZ･∀)

mA_▼-LrA1..r7LTl_

<2)

図 2 - 13 (x>,くy〉,(Z〉 の

phase portrait

･D=18 (N=1000)

phaseportraitはカオス的であ るが､ 相空間の片側 に軌道が滞 在す る時間

が長 くな った｡ (二図 2114)｡

･D=19-25 (N=10000)

このパ ラメ ー タ-領域 で リミッ トサイクル的 な軌道が現 れるので､ 再び N

=10000としてシ ミュ レーシ ョンした｡

D = 19 と 25では共 に相空間の片側で回転 す る リミッ トサ イクル的 な軌道

が 得 られ るが､ そのぶ れは D=25の方が小 さい｡ (図 2-15,2-16)

即ち､ このパ ラメーター領域ではノイズ Dが多 くな るに従 って軌道 の幅は

狭 くな って いる｡ この こ とよ り､ D=25における軌道 のぶれは Nの有限

性 によるもので､. N-を無限大にすれば この軌道 は リミッ トサイクル になる

と推測で きる｡

なお､ D=25では初期条件によっては phaseportraitが固定点的 に

な る場合 もあ る (図 2-17･)｡ これは､ も とのカオ スの式 ( 2.1)の不 安

定な固定点 に対応す るもの と思われ る｡

- 712-



｢カオスとその周辺｣

♂ (LS)

{･(197

仁 付 二 黒 一

a

日 _-1 :I_. ■ -圧 I U

監i:
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phase portrait
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r(X･%)

ど(TXl･Yl

∩
リ

∩リ∩U

l〓
〕0
〔∪

｡
｡rUJ

rL0--
二

二

｢

_‥n
U

】
■J
ILm.bT.tm_1-rN-_rrもTlTTl~■ん一一■r-Gr｢

図 2ー- i5 くx〉,くy>,くZ) の

phase portrait

E=6.000
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･Dt=30 ( N = 10000 )

phaseportraitは初期条件によ らず固定点的で分布 はその回 りにまだ集 ま

っている｡ (図 2-18(a),(b))その位置は D =25 の もの とほぼ同 じである｡

･D=100 0 ( N = 1000 )

D=30か らノイズ を増や してい くと､ 分布は x,y に関 して対称 に広が っ

て､ 上の固定 点は くx 〉 = くy 〉= 0 に近づ き､ D= 1000 ではほぼ 0 に

な っている (図 2-19(a),(b))｡ この ときの固定点 を､ 対称な国定点 と呼

び､D=30て 見 られ た､ 分布が非対称な国定点 と区別する｡

E=6.000
D=301000

I.
吾

｣
J

:;;･G

,〆 Ll･言)

, 〆 し1･り1

;J

図 2 - 18 (a )

葦,;
図 2 - 1 8 (b') くx〉,くツ>,くZ>

くx),くy>,(Z〉のphase portrait の 分 布
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)
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の分布

のphaseportrait

以上の結果をまとめて8=8についてBifurcationdiagramを描いたのが図

2127である｡こ
れについては次章のGaussianDecouple近似の所で合わせて議

論する
｡

2
.
2GaussianDecouple近似(12)

先の シ ミュ レーシ ョンにお け る確 率分布図か らもわか るように､ 振動子間の結

合 Sが 大 きく､ ノイズ Dが 小 さい ときには､ 分布 は一塊で その広が りも小 さい｡

そ こで 分布が単嘩性 を有 してい る場合 に許 され ると考 え られ る GaussianDecou-

ple近 似 (以下 GDA と辞す )の適用 を試み る｡ GDA とは単嘩 性で Gauss分布 に

近 い分 布 を Gauss分布で近 似す るこ とによ り高次のモーメ ン トを 一次 と二次のモ

ー メ ン トです.･ヾ て書 き表 して しまうものである｡ この方法 を我 々の NFPEに適用

す ると､ NFPE より導かれ るモーメ ン ト方程 式の hierarchy を切断 し､ 一次及び

二次の モーメ ン トだ けの閉 じた連立常 微分方程･式に近似す るこ とが で きる｡ 先に

述べ た強乾性転移及び リミッ トサイ クル型相専云移 に対応す る NFPE の場合には､
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そ こで得 られ る厳密 解 とかな り良い一致を実際 に GDAが与 えることを我々は確認

している｡ カオス振動子系の ( 2-2,2-3)にこの GDAを通 用̀す ると､ 以下の

9元連立常微分方程 式にな る｡

d<x>
dt

旦__i___旦_～
dt

d<Z>
dt

d<x2>
dt

d< y2>
dt

d<Z2>
dt

d<xy>
dt

d<y z_>
dt

d< xz>
dt

=Q くく y>- < x>)

≡ - < x2:>+R< Ⅹ>- < y>

= < xy > - b< Z> (2. 4)

=2 tQ<xy> - (Q+8)< x2>+8<x>2+Di

=2 (< xy> (R-<Z>)+<y> (8< y>- <xz>)

+ < x> (2<y><Z>- < yz>) - (i+8)< y2>+Di

=2 くく x> くく yz>-2<y><Z>) + <xz> < y>

+<Z> (< xy>+E < Z>) - (b+8)<Z2>+DI

=Q<y2>- (1+Q+28)< xy>+<'x2> (R- < Z>)

+2< x> (8< y>- < xz>+< x> < Z>)

= < x> くくy2>-2<y>2- < Z2>+2<Z>2)

+2<y> (<xy>+E< Z>)+<xz> (R-2<Z>)

- (1+b+28)<yz>

=2<x> く く xy>+古く Z> - < x>< y>)

+<y>< x ~2> +Q< yz>- (b-Q+28)<xz>

(2.4)式の数値計算の結果 につ いて述べ る｡ パ ラメー ター値は先のシミュ レ

ーシ ョンとの比較の ため:Q=18,R=28,b=8/3,8 :6 とした｡

･D=0, 1

も との カオ ス と同様の phaseportraitを得､ この とき Lyapunov指数 は

D=0で 0.91,D=1で 0.94 と､ もとの カオ スの値 0.91と良 く合 って

いる｡
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･D= 10

ノイズDの増加 と共に軌道の幅が狭 くな り､ perioddoublingの逆の過程

を経て非対称な リミッ トサイ クルになった (図 2-20)｡ Lyapunov指数

は 0.0031と零に近い値 に減少 している｡

この phaseportraitは先の シミュ レーシ ョンの もの (図 2-12)とよ く

一致す ることがみてとれ る｡

●D=15

phaseportraitは再び カオスになった (図 2-21)｡Lyapunov指数は 0･

74と､ 増加 してい るi

･D =18

phaseportraitはカオスであ るが (Lyapunov指数 は 0.70)､ 軌道が相

空間の片側に偏在する■よ うにな った｡ (図 2-22)｡

･D=20, 21, 23

これ らの Dでは共に相空間の片側で回転するリミ ッ トサイ クルが得られた｡

その周期は D=20で 4､ D=21で 2､D=23で 1であ り (図 2-23,2

図 2 - 2 0くx>,くy>,くZ>の

phase portr･ait
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図 2-23 くx〉,くy>,くZ) の

phase-portrait

-24,2-25)､ ノイズDの減少 と供 に perioddoublingbifurcation型の リ

ミッ トサイ クル ーカオス転移が見 られ た｡ なおこの phaseportraitは先

の シミュ レー シ ョンの もの く図 2-15,2-16)と酷似 し､ ノ イズ の増加 と供

に軌道の幅が狭 まるとい う定性的な挙動 も一致 している｡ これ らの ことか

ら､ 実際に ( 2.2)のシステムの N-00 の熱力学的極限における､ ノイ

ズ Dの増加 によるカオスか らリミッ トサ イクルへの相転移の存在は､ 確 か

な ものであ ろ うと考え られる｡

･D=23.84

phaseportraitは固定点 にな る (図 2-26)｡ これ も､ もとの カオスの式

(2-1)の不安軍な圃定点に対応す るもの と思 われ る｡ なお D=23.00

と D=23.83との間では､ 初期条件 によって リミッ トサイ クル あるいは固

定 点の いずれかの状態 になった｡

さ らにノイズを増加す ると､ この固定点は くⅩ〉=くy〉=0に近づ く｡
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以上の結果 を まとめて Bifurcationdiagram にしたのが図 2-28で ある｡ これ

を図 2-27の シ ミュ レーシ ョン結果 と較べ る と､ 分岐の様子が定性 的 によ く一致

してお り､ 両者 の phaseportraitが よ く重 な ることも合 わせ て GDAが N-00

甲熱力学的極 限の状 態をかな りよく近似 して い ることが わか る｡ この ことか らも､

シミュ レーシ ョンで得 られ た リミッ トサ イクル的な軌道 (図 2-14,2-16)は､ 振

動子の数 N-∞ の熱･力学 的極限では リミッ トサイクル にな るもの と考 えられ る｡
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図 2 - 2 7 モ ンテ カ ル ロ シ ミ ュ レー シ ョン に,よ る e-6 で の
8iT-urcation diagram

10 20 30 500 1000 D

図 2 - 2 8 Gaussian decouple 近 似 に よ る e-6で の
Bifurcation diagram
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｢カオスとその周辺｣

2. 3 まとめ と今 後の展望

Lorenzカオス型裾動子 を平均場相互作用で無限個結合 させ た系 は､ 熱浴に相 当

す るノイズの増加 に よってカオスー リミッ トサ イクル→ カオス- リミッ トサイ ク

ル→固定点 という分 岐の相転移 を示すことが､ モ ンテカル ロシミュ レーシ ョンと､

GDAの結 果より､ ほぼ明 らか になった｡

今後の課題 としては､ まず第 一に､ 上 に示 した分岐の詳細を Lyapunov指数の

議論を含め明 らか にすることが挙げ られ る｡ 先に述べ たよ うに､ GDA では､ リミ

ッ トサイ クルか らカオスへの perioddoubling型分岐が 見つか ったが､ これが も

との NFPE(2.3)についても存在するのかが問題 にな る｡ モ ンテカルロシミュ

レーショ ンでは Nの有限性 による軌道のぶれを抑 えるため､ さらに Nを大きく

す る(10000以上 )必要がある｡ そして､ 今 回は巨視的な変数であ るオーダーパ

ラメータ- くx〉,くy 〉,くZ)の振舞 いを調べ たが､ 揺 らぎの挙動等 についても

検討 したい｡ また､ この系 と元の Lorenzカオスの機構 との関係を調べ るため に

は､.元 の Lorenzカオス方程式のパ ラメーターを変化 させ たものも扱 うことが有

効であろ う｡ 例 えば今回は安定なカオス解のみ存在す る R=28を用 いたが､ そ

れ以外のR=13.926- 24.06の preturbulence領域や､- R=24.06- 24.74

の hysteresis領域､ R=350の対称 リミッ トサ イクル領域な ど (図 2-2)につ

いても検 討 したい｡

さらにこのモデルでは振動子間の結合 を平均場で取 り入れたが､ これを平均場

以外の形 に拡張すれば､ 時空間パター ンのカオスの相転移 を取 り扱 うことも可能

である｡ また､ この カオス振動子のシステムを微分方程 式系か ら差分系に置 き換

えると､ 先の NFPEが今度は非線形 Perron-･Frobenius方程式にな り､ 両者の

対応を図 ることも興 味深い問題である｡
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