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相転移の統一理論

一 超有効場理論 とコヒ-レ_ント異常法-

東大 ･理 鈴 木 増 雄

1.はじめに

この報告では,超有効場理論とコヒーレント異常法1~24)の要点を,式をなるべく使わずに

概念的な面に重点を置いて解説する･｡

相転移の理論的研究は古 く前世紀から始まるOその中で最も有名なものは,Lフアンデルワ-
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ルスの気相 ･液相の理論であろう(1887年 )｡ これは一種の平均場近似の理論である｡はっき

りと平均場の概念 を導入 した最初の理論はワイスの平均場近似である25)これは,よく知 られ

ているように,無限の自由度の系を一つの自由度に置き換える近似である｡無視 した自由度の

効果は,その残った一つの自白度に働 く平均場 として取 り入れる｡非線型効果は,この平均場

を通してとり込むことができるが,ゆらぎの効果は全然入らない｡相転移 ･特に臨界現象にと

っては,非線型性 とゆらぎの絡み合いが本質的である｡このゆらぎをとり入れた最初の理論は

べ-テ26)によって提出された｡これは,べ-テ近似と呼ばれ,いくつかの自由度に関 してはゆ

らぎを許 し,正しく統計力学的に計算する近似である｡しかし,数学的には無限自由度を数個

に置きかえても,一個に置きかえる場合 と同じく,古典的な臨界的振舞 (例えば,帯磁率のキ

ュリーワイス則等 )しか得 られない｡

そのため,平均場近似は,相転移の真の様子を研究するには役立たないものと長い間思われ

ていた｡この報告では,そのような見方は正 しくないことを指摘 し,平均場近似の欠点を救い

むしろ,平均場近似こそ,相転移研究の王道であり,現代的な意味においても,最も有効な方

法であることを概念的に示 したい｡

2.平均場近似と無限操作

よく知 られているように,相転移は,無限大の粒子数で初めて起るものである｡このように

熱力学的極限をとって初めて数学的な異常が現れる｡すなわち, 自発的対称性の破れが起るの

である｡したがって,平均場近似も何 らかの意味で,この熱力学的極限操作に相当するものを

含んでいるはずである｡実際,セ/レフコンシステントな条件は,この操作に対応している023)

フィー ドバ ックの効果は,無限の摂動を系統的にとり入れたものと解釈することもできる.24)

こうして,部分和をとったものを一つの近似とみると,漸化式が得 られ,その漸化式の固定点

関数 として,平均場近似の応答関数が与えられることになる23)

5. くりこみ群の理論 27)

ウィルソンのくり込み群の理論の本質は,ゆらぎをハ ミル トニアンの漸化式の形でとり入れ

そのスケール変換の性質から,臨界指数 と相転移点を求めることにある｡具体的にくり込み漸

化式を求めるには,ガウシャンの固定点からの摂動展開 (E …4-d展開 )を行 う｡したがって

とが出来ることを示 した点にある27)フアイマングラフ展開が臨界現象の研究に利用できること
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がわかって急激にその研究が進展 した｡

4.強結合理論としての平均場近似

一方,平均場近似は強結合の極限に当たる｡どの粒子 とも結合 した系,すなわち,長距離相

互作用の系では平均場近似は厳密に成立することが知られている｡その結果,ゆらぎの効果が

入らない｡平均場近似を拡張 して,ゆらぎをとり入れるには,べ-テ近似のようにクラスター

平均場近似を作ればよい｡クラスター内の相互作用は:,正確に考慮する｡クラスターのサイズ

を大きくするにつれて大きなゆらぎをとり入れることができる｡こうして大きなサイズのクラ

スター平均場近似を行えばそれだけ良い近似になるものと期待される｡しかし,臨界指数は常

に古典的になってしまう｡

5.クラスター平均場近似とコヒー レン ト異常

ここで思考実験 をしてみよう｡これは閃き-の道す じとして最 も重要なものの一つである209)

クラスター平均場を一般的に考えることにする｡クラスターのサイズを大きくしていくとき,

近似的に求めた相転移温度 Tcは,いくらでも,正 しい転移点 T:に近づく｡ところで,応答関

数,例えば帯磁率の臨界指数は古典的な値のままである｡クラスターのサイズを無限大にした

ときには,厳密な結果になるはずである｡それでは, どこから真の様子が見えてくるのであろ

うか｡サイズが無限大になったとたんに,その真の臨界的な振舞が現れるのであろうか｡それ

はあまりにも不自然である｡途中から,フラクショナルな臨界指数の徴候が見えてくるはずで

ある｡どんなところにその徴候が見えるのであろうか｡この思考実験は次のような閃きを与え

てくれる｡応答関数 を近似的な相転移点 Tcの近傍でスケル トナイズして,10)古典的な異常性が

露わに見えるようにする｡そのときの係数 (数学的には留数 )に着目する｡これを平均場臨界

係数 と呼ぶことにする｡これは,近似が良くなるにつれて,異常に大きくなった り,零に近づ

いたりするはずである｡これを ｢コヒーレント異常｣と呼ぶ｡このコヒーレント異常を調べる

ことによって,真の臨界的な振舞がわかる｡この方法を ｢コヒーレント異常法 (CAM)｣とい

う｡このコヒーレント異常 と真の臨界指数 との間の関係は,包絡線の理論4)を用いたり, スケ

ー リング関係式5)を援用 して導かれるOすなわち,古典的な臨界指数 を 90, 真の臨界指数 を

甲とすると,その差 (ダーPo)が,コヒーレント異常の指数 少によって与えられる｡すなわち

P-P｡十やとなる｡この関係式が ｢コヒーレント異常法｣の基本の式である｡

ら.コヒーレン ト異常と固有なゆらぎ
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古典的な異常性は,分岐の仕方から必然裾 と現れるもりであ り,固有なゆらぎに基づくもの

ではない｡真の臨界指数は,一般にフラクショナルなもめであり,古典的な値からのずれは,

評価するとい うことに他ならない｡この意味で, コヒーレント異常法株,協力現象の固有なゆ

らぎを調べる一般的な方法であるOすなわち, これは,ゆらぎの一般的な研究方法を提供する

ものである｡しかも,この方法は,平衡系だけでなく,非平衡系にも一般に適用できるし,古

典力学系だけでなく,量子系にも使えるものであり,大変強力な方法である｡固有なゆらぎに

は,【いろいな要素があるが,コヒー レン ト異常法は,それらを系統的に取 り扱 う手段を与える｡

7.久保公式30)によるコヒーレン ト異常の評価

具体的にコヒーレント異常を調べ,その指数 少を評価するには,一般化 されたクラスター平

均場近似を作 り,久保の線型応答理論を適用 して,応答関数を求め,それをスケル トナイズし

て,古典的な漸近形を露わに計算 し,その留数,すなわち,平均場臨界係数を各近似ごとに求

めるOこれより,少が評価できる三),5)

8.コヒー レン ト異常法のメリッ ト

以上のように,コヒーレント異常法は,最もわかり易い平均場近似を基礎にしているため,

大変物理的であ り,現象の本質が掴み易い｡しかも,平均場臨界係数が近似的な転移温度すな

わち,｢近似の度合｣の関数 としてい くらでも精度良 く求められる点が,この方法の最大の強

みであるO実際,応答関数そのものが,温度 Tの関数 として,高精度で求められるのであれば

その異常性は,非常に良い近似で評価できることになる｡それは,極めて大きな系を莫大な量

のモンテカルロ計算でもしなければ不可能である｡コヒー レン ト異常法は,古典的な異常性を

除いた残 りの固有な異常性を高精度で評価する強力な方法になっている｡

また, コヒー レント異常法の考え方は,方法論 としても,極 めて一般なものを含んでお り,

協力現象一般の研究に大きな示唆を与えるものと期待される｡実際,後で述べるように,CAM

の拡張はいくらでも可能である｡

コヒーレント異常法の最大の功績の一つは,平均場近似の復権であろう｡今までは,結果は

信頼できないが,仮 りに平均場近似でやるとこうなるとい う,いい加減な話でお茶を濁 してい

た場合が多い｡CAM理論 (すなわち, コヒーレント異常法の理論 )によれば,いくつかの系統

的な平均場近似列を作る̀ことによ･って,その結果の信頼度まで議論できるムすなわち,充分な

近似列を作ることによって,充分高い精度で寅の相転移点や臨界指数等を評価することができる｡
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?. コヒー レン ト異常法とくり込み群の方法との関係

帝にも述べた通 り,.くり込み群の理論では,- ミル トニアンの形でゆらぎを徐々に取 り込み

漸化式を作 り,,スケール変換の式から臨界指数を求める｡ その際,具体的にくり込み変換式 を

作るにtも 古典的な極限 (94理論では4次元 )からの展開を行 うOこの意味で払 くり込み群

の方法も,周有なゆらぎの部分を調べる近似法である. しかし, くり込み群の方法,特にEイ-

4-i)展開では,古典系からq)摂動展開を行っていることにな り, しかも,その展開は一般に

(収束半径が零の )収束 しない漸近展開である｡それに対 して,CAM 理論 では一般 に収束す

る近似例 (カノテカルな近似列 )を利用する点で大きな質的な違いがある｡ しかも,近似列全

体で一つの臨界指数が決まる点でも, くり込み群の方法 とは異なる｡

しかし,いずれもゆらぎを徐々にとり入れる点では類似 してお り,互に深い関係がある｡

10.級数CAM理論 12)

-たび,コヒー レン ト異常法のアイデアが会得できれば,今までの相転移の研究方法を見直

すことによって,その欠点を取 り除き,新 しい息吹きを与えることができる｡

例えば,今まで,帯磁率のような応答関数 を高温展開で十数次まで求め,それに ratiome-

thod(比の方法 )やパデ近似 を適用 して,相転移点 と臨界指数 を求めることがよく行われて

いたが,級数展開を利用する最 も初期の方法は,応答関数の逆数 の零点を求める方法であった｡

この方法は,オペコフスキー展開に対 しては,久保,小幡,大野によって試みられたし,フィ

ッシャーの講義録にも詳 しく解説 されている. しかし,フィッシャーも強調しているように,

この逆数の方法は,相転移点を調べるのには弄り用できるが,臨界指数の研究に時無力であると

今まで長い間思われていた｡ しかし,この逆数の零点は,｢殻に一位の零点であ り, したがっ

て, もとの応答関数は,一位の極を持っことになる｡これは古典的な臨界振舞であることに気

づくと,この方法もCAMと組み合 わせれば,現代的な意味での臨界現象の研究にも極 めて有

効であることがわかる三2)すなわち,一位の極だけでなく,そこでの留数に着 目すればよいので

ある｡何十年間も,このことに気づかなかったのは不思議な位である｡何事 も気づいた後では

ごく当 り前のことになってしまう｡

実際に, 2次元イジングモデルの帯磁率を3-tanh(I/kBT)(Jは相互作用の強さ)で21

次まで展開 した結果を, 1次まで, 3次まで,･-と各奇数次までで切って逆数 をプロットする

と第 1図のように見事なコヒーレント異常が現れていることがわかる｡これをもっとはっきり

と見るには,第 2図 のようにたて軸 に留数の対数を, よこ軸に近似の度合 (圭 一∬｡)の対数 を

ブローツトすればよい｡ーこの候きから帯磁率の臨界指数 γがγ-1.75-7/4であることが4ケタ
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第 1図 応答関数のn次近似の逆数 Fn(a)のn一鮫存性17)

(2次元イジングモデルの帯磁率の例 )

位の精度で結論される｡

この級数 CAM理論は,摂動展開を平均場

近似の立場から見直して,真の臨界現象に迫

るという点で大変興味深い｡その他の応用例

については近 く公表する予定である｡

ll. 連分数CAM理論 13)

応答関数は,しばしば森理論31)のように連

分数で与えられることも多い｡これも,通常

有限次までしか求めることが出来ないので,

i:-0.11話

し

-0.3

-l･Z ll.3 -I.4-I.5IL6-J.7
ニlog(xc'-xc)

第2図コヒーレント異常の例｡留数の対数
と近似の度合の対数01')

そのような近似列から, 真 の 漸 近 形 を 評 価する必要に迫られる｡そのときにはCAM理論のア

イデアを適用すれば よい o そ れ が 連 分 数 CAM理論である三3)一般には,級数CAMよりも連分

数 CAMの方が収 束 が 速 い よ う で あ る 013)具体的な応用例については原論文32)を参照 して頂き

たい｡

12.超有効場理論 21),22)

以上説明したCAM理論によると,平均場近似が系統的に作れれば,その系の真の臨界現象

を究明できることになる｡それでは,どんな相転移に対しても,系統的な平均場近似が作れる
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であろうか｡この間に答えるのが超有効場理論21),22)である｡

今までの平均場近似は,ノ､ミル トニアンの切断によって作られることが多かった｡ワイスの

平均場近似,超伝導の BCS近似等皆そうである｡スピングラスやカイラルオーダーのようなエ

キゾティックな相転移では,ノ､ミル トニアンの切断による分子場近似は作れない｡

今までのスピングラスの平均場理論は,すべてのスピンと相互作用している長距離相互作用

のモデル,いわゆるSKモデルの解を指 してお り,これは,ワイスの平埼場近似と等価な厳密

に解けるモデルという数学的な意味を持っだけで,現実のスピングラスの本質がこれでわかる

ということにはならない｡CAMの思琴で言えば,たまたま一つだけ平均場近似が作れても,

その系の真の臨界的振舞は知ることは出来ない｡我々にとって今必要なのは,現実の系の厳密

解にいくらでも近づき得る系続的 (コヒーレン ト)な平均場近似を作ることである｡

カイラルオーダーに対する平均場理論は今まで無かったので,それに対する必要性は言 うま

でもなかろう｡

もっと一般に,ハ ミル トニアンもない系の非平衡系の漸近形を研究するための平均場理論は

どのようにして作ったらよいであろうか｡例えば,パーコレーションの問題等では,それを記

述するノ､ミル トニアンは作れそ うもない｡それでも,この間題に対する有効場を作 り,CAM

を応用 して,その漸近形を知 りたい｡

さて,そこで,上のようにハ ミル トニアンの切断から平均場近似を作るという固定観念,呪

縛から解放されて,可能な秩序パラメーターとそれに共役な有効場を任意のクラスターに導入

し,その有効場を適当にセルフコンシステントに決めることにしよう2.2)-たびこのように,一般

的な有効場の導入に気がっけば,スピングラスやカイラルオーダーの平均場理論を系統的に作

旦ことが可能 となる.そこで,このような有効場理論を ｢超有効場理論 (super-effective-field

theory)｣と呼ぶことにする.22)

スピングラス,カイラルオーダーその他に対する具体的な応用については原論文.22),23)を参

照して頂きたい｡ここでは,結果のみ簡単にふれる｡ 3次元±∫イジングスピングラスモデル

では,Tsg=1･2J/kB,γS=2･9(非線型帯磁率の臨界指数 )が 3つの超有効場近似列 を用い

て求まった022)また, 2次元 3角格子反強蔽性量子XY模型では 有限温度 でカイラルオーダー

が現れることが超有効場理論を用いて示 された.22),34)

超有効場理論の一般的な詳 しい作 り方については文献 22)を参照して頂きたい｡

15.超平均場理論 - CAMと超有効場理論の統合-

以上のように,超有効場理論によって,エキゾティックな相転移にまで有効場近似が拡張さ
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れ,超有効場近似列が系統的に作れると1それにCAMを適用すれば,その系の真の相転移,

臨界現象に迫ることができる｡この二つの理論を-諸にして ｢超平均場理論｣･と呼ぶこ,とがで

きるであろう｡

14.相転移の統一理論とは,一旬 と何の統一か?

相転移の一般論 と言えば,まずランダウ35)の現象論を思い浮かべる人が多いであろう｡しか

し,これは古典的な臨界的振舞 しか説明できない｡それに対して,次にウィルソン?くり込み

群 の理論 をあげることができるが,これは前にふれたので,ここでは くり返さノないことにする｡

相転移の統一理論 と言 うと,何と何 との統一かが問題になるであろう｡それにもいろいろな立

場があり得る｡

a)古典的な理論 (ワイスの平均場近似やランダウ理論 )と非古典的な臨界現象に関する理論

との統一｡

この観点からすると,｢コヒーレント異常法 (CAM)｣は正 しく統一理論になっている｡CAM

は,古典的な平均場近似に立脚 しながら,非古典的な振舞を究明できる方法であるからである｡

言い換えれば,両者を一つの方法で解明できるのがCAMである｡

b)通常の相転移 とエキゾティックな相転移を統一的に扱 う方法としての統一理論

この観点からすると,｢超有効場 CAM理論≡超平均場理論｣が正 しく統一理論になっている｡

C)切断近似と摂動展開との統一｡

摂動展開払 高温展開 (I/kBTの展開 )のように弱結合理論であるo一方,切断近似はある

意味で強結合理論である｡しかし,弱結合展開でも全部まとめて解析接続 したものを考えれば

強結合理論につながるはずである｡したがって,両者はまとめて一つの方法で扱えるはずであ

る｡CAM理論はそれに対する統一的な処法筆 を与えている.23)

d)久保の線型応答理論とフィッシャーの有限サイズスケー リング理論 との統合

CAM理論は,近似 とい う立場か ら見るとワイス近似,べ-テ近似, クラスター平均場近似

の統合 ということになるし,概念的には,ゆらぎの理論の統合 という意味を持 っている｡久保

理論は,ゆらぎを一般的に捉えるワク組み ･方法論を提供 し,フィッシャーの理論は,協力現

象の漸近形に対する有限系の影響を扱 う現象論である｡CAM理論は,始めから無限系を扱い,

実際の計算 としては,有限系の応答 (線型から非線型まで)を求めることになる｡この意味で

第 3図に示すように,超有効場 CAM理論は,久保理論 とフィッシャーの理論の統合によって

ゆらぎを一般的に, しかも具体的に求め,真の漸近形を評価 し得る ｢ゆらぎの一般論｣になっ

ているものと確信 している｡
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第3図 ゆちぎの理論の系統図

15.結び

以上,CAMと超有効場理論の概念的な解説を行ったが,実際に応用するには,詳 しい定式化

が必要である｡それに関してtj:,原論文1-24)を参照 して頂きたい｡
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