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KMO-ランジュヴァン方程式 とEinsteinの

関係式について

北大･理 岡 部 靖 憲

§1. 序

時間の経過と共に起こるランダム現象の中で兄い出された法則を,数学的にモデル化したの

が確率過程論である｡現在の段階は,確率論の中で発展し整備された確率過程論を,他の分野

とのかかわりを通じて,その真価を問われる時であり,又,逆に確率過経論に新たな研究をひ

き起こす時でもある｡

この第2回久保セミナーで話させていただくことは,統計物理学におけるEinsteinの関係

蔓草その中にもっ揺動散逸定理の数学的構造を明らかにすることを目的として,10年前から始

め,遅れの項をもっ確率微分方程式が導入され特徴付けられたKMO-ランジュヴァン方程式論

を紹介することです｡数学のもつ普遍性により,この理論は離散時間の確率過程にも及び,カ

オスなどのランダムな時系列に対する統計力学的研究のひとつの糸口になると思われる｡この

研究の過程において,Einsteinの関係式は連続時間の場合,久保ノイズに基づくときは成立

し,白色ノイズに基づくときはズレが生じるが,離散時間の場合,久保ノイズ,白色ノイズ,

どれに基づいてもズレが生じることカテ分かり,両方のノイズの相違を情報理論的にみるために

2種類のエントロピーを計算した｡離散時間のメッシュを限 りなく小さくすれば,久保ノイズ

に基づいたときのEinsteinの関係式のズレはなくなる｡エン･トロピーに関する変分原理に基

づいて,久保ノイズを特徴付けることは,今後の自分に対する揺動力と課し,近い将来散逸で

きる様研究するつもりです｡

§2.連続KMO-ランジュヴァン方程式論 ([7]～ [18])

X-(X(i);t∈R)を実弱定常過程で,平均は0,共分散函数Rは次の表現をもつとする;

(2･1) R(i)-Jl.,∞)e潮 q如 ) (tとR)

ここでαは[0,-)上のBorel測度で,

(2.2) o(iOi)-0, 0<or([0,-))<-
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(2･3) Iom1-16(dl)<-

をみたすとする｡

A-A(i)をRのスペクトル密度とするとき,次のことがわかる :

(2･4) R(i)-JRe~itEA(i)dE

(2･5) A(i)-÷ /om
1 2+f2q(dl)

kとlR]をXのouter函数,mobility函数 とする :

(2･6) A(I)-exp(去 /R

1+ }{ logA(i)

i- { 1+ 12

(2･7) lR](I)-去亮∞ei{iR(i)di

dl) (EEC+)

(EEC+)

定理 2･1 次の性質をみたす三つ組 (aj,考 ,JOj)(j-1,2)が唯ひとつ存在する :

(i) aj>0,Pj･>0

(ii) pjは[0,-)上のBorel測度で,小 ⅠOi)-0,I.㌔吉 pj(dス)<-
Oii) A(I)-

α1 1

√巧言 pl⊥i{-ill.∞7寺 pl(dl)

lR](I)-
α2

√27Ep2- i- ill.mfj-iT P2佃 )

定義 2.1 三つ組 (α1,j91,Pl)と(a2,J92,P2)とを夫々,Rに付随する第 1KMO-ランジ

ユヴァンデータ,第2KMO-ランジュヴァンデータという｡

注意 2.1 第 1KMO-ランジュヴァン方程式の導出には,条件 (2.2)と(2.4)の他に,

(2･8) Iomlo(dl)<-

が必要である｡

これらの命名正当化のために,白色ノイズ畠と久保ノイズ Iを導入する :B-tB(i);i∈R)

は標準的ブラウン運動で

ー222-



｢非平衡糸統計力学の基礎研究懇話会｣

･2･9, x(i)-孟 J一三2'i-∫)dB(S)
●

をみたすもので,Bーはその微分である｡久保ノイズ Iは

(2･10) I(p)-IR(孟 細 E,dB(i) (pE頃 R))

で定義される超過程である｡

定理2.2 超過程として,Xは次の確率微分方程式をみたす :

(2･11) X--PIX-1eilTrl,チ*X+α1B

● ●

(2･12) X-4 2X-1eiiTr2,8*X+a27

ここで

(2･13) rj,6(i)- I(.,∞)(i)IEWe-1lpj(dl) (1≦j≦2, 6>0)･
定義 2.2 方程式 (2.ll)と(2.12)を夫々,第 1KMOランジュヴァン方程式,第2KMOラ

ンジュヴァン方程式 という｡

例2･1 正数 α,ノ‖こ対して･共分散函数 Rα,pが

･2･14) Ra,p(t,-芸 e刺 '

で与えられるXa,pはマルコフ性をもち,Orstein-Uhlenbechのブラウン運動とよばれ,第 1

(及び第2)KMOランジュヴァン方程式は次で与えられる:

● ●

(2･15) xa,p_- -PXa,i+αB

(2･16) xa,p--PEα,/9+
α2

2√官有p

例2.2 16年前,Alda-Wainwrightは,コンビ.ユータ-シミュレーションによって,剛体
3

球の速度自己共分散函数の長時間における挙動は(2.14)と違って,指数的減衰をせず,i-豆と

いうゆっくりした減衰をする現象 を発見し,その後,多くの研究が実験と理論 (̀久保理論 )両

面において行なわれ,このAlda-WainWright効果をもつブラウン運動StokesとBoussinesq

によって,19C末に扱われていた方程式に揺動力を加えることによって帯述されることが分っ

fC(llLl2],[5],[6Ll25]):
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⊥ 】

(2･17) 7n*x(i)ニー6wrqX(i)-6wr2(p軒 1)2I_tQ(tTS)T字i(S)ds+W(i)

ここで,時刻 tでの揺動力W(i)を′うげ,粘性t7,.密度 ,Oの液体中を,痔刻 tでの速度がx(i)

で動く半径r,質量 -の球の運動を考えていて,-辛--+÷ wr2pで与えられる有効質量で

ある｡W-(W(i):t∈R)が久保ノイズ,白色ノイズどちらの場合も,(2.17)の解xの共分散

函数Rは(2.1)の形をし,Alda-Wainwright効果を示す([14])o

注意2.2 (2.17)における遅れゐ項tj:,

1

√7
-C･Io-e-tl - L dl (C-(I.-e-3l ds)ll)√~丁 √｢㌻

とかけるので,(2.17)は(2.ll)or(2.12)の特別な場合である｡

注意2.3 KMO-ランジュヴァン方程式 (2.ll)と(2.12)において,共分散函数Rと遅れ函数

γj-rj(i)- I(0,∞)Jome-tlpj(d})の longtimeの挙動の関係は[18]で論じられているo
次に,Xの拡散定数Dを

E(U.tx(S)ds]2)

i→0 2t

で定めると,Dは次の様に表現される.

(2･19) D-I.mR(i)dt

この量は,(2.3)により有限な値をとる｡

定理2.3 第 1KMOj ンジュヴァン方程式 (2.ll)において

(2.18) β- 1im

α要

一=R(0)cpl,γ12

(ii)

(iii)

cpl･γ1- 万哩 A - if(1,leiiTIo∞eiE611,6(i)dH ｢ 2d汀l
D=319i 旦 土
β1 β1
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ov) cpl,a了 1(-)om器 γ1,0(t,dり≧O.

定理 2.4 第2KMOう ンジュヴァン方短式 (2.12)において,

･i) α2Iのス-クトル測度 -嬰 Re(82-iEIEiiT J.meiElr2,6(t,di,dE

･ij) D- 署

定理2.4の (i)と(ii)は夫々,久保の第2揺動散逸定理,Einsteinの関係式である｡定理2.

3の (i)と(J'i)は夫々,一般化された第2揺動散逸定理,一般化されたEinstein関係式とよば

れている｡

注意2.5 例2.1の0.U.のB.Mのときは,

(2.21) か-

が成 り立っている｡ この意味では,白色ノイズに基づく定理 2.3の関係式 Oii)はマルコフ系か

らはずれていない｡久保ノイズに基づくときは,(2.21)の様な関係式は成 り立たない｡

§5.離散KMO-ランジュヴァン方程式論 ([19]-[21])

連続的な現象を実験 ･観測するとし,離散時間でプロットする藤倉,もとの連続系をどの位

この離散系が近似しているかが大事と思われるが,そのためにも離散系の理論が必要となる｡

例3.1 X-(X(i):t∈R)を§2で襲ったものとするとき各 6>0に対してXe≡(X(en)

:n∈Z)の共分散函数 R6は

(3･1) RE(n)-Jolt硯 e(dt)

となる｡

そこでもっと一般に,X-(X(a):n∈Z)を実弱定常過程で,平均は0,共分散函数Rは

次の表現をもっとする:

(3･2 ) R (a )-Il- 1 ,1]i JnJq (dt)

ここで,Cは[-1,1]上のBorel測度で

(3.3) 6(モー1,1))-0, 0<cr([-1,1])<-
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(3･4) /_ll(TiT ･王 手 )a(dt)<…

注意3.1 (3.1)の orEは(3.3)と(3.4)を満足する｡

A-A(0)をRのスペク トル密度 とする :

(3･5) R(n)-/le-inca(0)de

このとき

(3･6) A(0)- 去 Ij1
1-と2

fl-teiOJ2
α(d≠)

さらに,kと[R]を夫々Xのouter函数,mobility函数 とする:

(3･7) A(I)-Jexp(去 上 ;
eiβ+ Z

iβ
e -Z

(3･8) [R](I)- 去 真 R(n)zn

定理 3.1

logA(0)dO)(EEC,lzl<1)

(Z∈C,lzL<1)

次の三つ組 (aj･Pj,Pj)(1≦j-<2)が唯ひとつ存在する :

aj>0,Pj>0

中 ま[-1,1]上の Borel測度で･pj(ト 1))-0, 0≦pj(ト 1,1])<-

A(I)-

lR](Z)

α1 1
1

√雷 pl(1+Z)十卜 Z+ (1-Z2)I-117 =言 Pl(di)

α2 1
1

√訂 p2(1十 Z)+卜 Z+(卜 Z2)I-11手二手P2(dt)

(lzl<1)

(fzl<1)

定義3.1 三つ組 (α1,Pl,Pl)と(a2,P2,P2)を夫々,Rに付随する第 1KMOj ンジュ

ヴァンデータ,第 2KMO-ランジュヴァンデータという｡

f-(i(n):n∈Z)を白色ノイズで

(3･9) x'n)-去 n=室∞ 分(n一-'EGn)

をみたすものとして,久保 noiseZ-(I(n):n∈Z)は

･3･10) I(n)-嘉 一n=S∞ (嘉 一[怠 )<(n-n'f(-)
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で定まる弱定常過程である｡
l

注意3.2 (2.10)の連続系の久保 n'oisetは超過程として,

(3･11' x(i'-岩 上imR･'t- 'I(S'ds

一方,(3.10)の離散系久保ノイズは,

(3･12) x(n)Fj妄 n=S∞R(a--)I(-)
として表現される｡

(ii)従-て,白色ノイズと久保ノイズ払 連続系 ･離散系を問わず,分と抽 ㌫)ーR を夫々応答

関数とみたときの入力にあたる出力は共通のXである｡

定理3.2 Xは次の確率差分方程式をみたす :

(3･13) x(n)-X(n-1)ニーPl(X(n)+X(a-1))-(rl*X)(n)+αle(a)

(3.14) x(n)-X(a-1)ニーP2(X(a)+X(n-1))-(γ2*X)(n)+α2Z(n)

ここで

(3･15) rj (a,-去 ((1-e2i･)I_ll

注意3.3

(3･16) rj(a)-

1- t e l●
pj(dt))<(a) (1≦j≦2)

(n--1,-2,･･･)

I}tnpj(di) (n-0,1)

I_.l en-2(i2-1)pj(dt) (n-2,3,･･･)

定義3.2 方程式 (3.13)と(3.14)を夫々,Xに付随する第 1KMO-ランジュヴァン方程式,

第2KMO-ランジュヴァン方程式という｡

遡旦ヱ 例2･1を離散化して,各 p∈(-1,1)に対して,XDでその共分散函数 RDが

(3･17) RD(a)-p局 (n∈Z)

で与えられるものとする｡kv,lRD]は
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(3.18) hD(I)-
1 何

√~す蒜~1-pz

晩](Z)-⊥｣-2打1-pi

(Z∈C,lzI<1)

(Z∈C,lzL<1)

となり,定理 3.2の(3.13)と(3.14)は夫々

射nト射n-1,--岩 -(A (n'･ 射n-1)).2

x;(n,-xi(n-1,-三 詳 xp(n,+xp(a-1))+芳志 I(a)
(3.19)

となる.XD はマルコフ性をもつ｡

離散系に対する揺動散逸定理を求めるために,(2.18)にならって,Xの拡散定数Dを

.〟

(3･20) D-Nli-W 去 E([∑x(n)]2)･n=0

で定める.連続系のときの表現 (2.19)と異なり,このDは次の表現をもっ :

(3･21) D- ≡ R(n)-翠n=0

定理 3･3 第1KMOう ンジュヴァン方程式 (3･13)において

(i) 里 -R(0)cpl,γ.,2

ここで

(3･22) cp1,,1- 冗(Ijwlpl(1+e主o)+卜 eiO+2蒜 (o)｢2dO)-1

(ji) D-

(iii) D-

(J'V)
Cpl,r1

2β1

R(0) CpJ,r_1
2ノダ1 2Pl

｡誉

2(2β1)2

I-1(-孟 J_lil_:芸 ql(di)pl(dt))≧0

定理 3.4 第2KMO-ランジュヴァン方程式 (3.14)においては,
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(i) a2Zのスペクトル測度

旦担 t2(1+P2十γ2(0))Re(82(1+eiO)+卜 eie+2蒜2(e)2打

｣P2(1十eie･)+卜 eie+2蒜2(0)f2才de

･ii) D-豊 (1+γ2(0),

例 3･31例3･2におけるマルコフ性をもつXpに対し<払

･3･23) DD±R2Dp:vO' (Gil,-pv(2)-pD,
これを考慮して,

定義 3.3 定理3.3(i),3.4(j)を-1投化された第2揺動散逸定理,定理3.3(iJ'),3.4(ii)を

一般化されたEinstein関係式という｡

注意3.4 離散時間のときは,久保ノイズに基づいても,マルコフ系に対するEinstein 関

係式 (3.22)は成 り立たず,それより少しずれた形 (定理 3.4(ii))が成立する｡しかし連続系,

離散系をとわず,白色ノイズに基づくときは,定理3.3(iji)は,マルコフ系に対するものと一

致する｡何か物理的意味があるのだろうか｡

この章の残りで,例3.1について考察するO 連続系Xに対する第1(第2)KMO-ランジュ

バンデータを夫々(α1,j91,Pl)((a2,j92,P.))として,離散系Xeに対する第1(第2)KMO-

ランジュヴァンデータを夫々(al(8),pl(e),Pl(e))とする｡610としたときの挙動として,

定理 3.5 各ノー∈(1,21に対して

･i) J-Tg - αノ aSe↓0

(ij)

(iii)

(iv)

ー Pj aS610

2 (言 PP,(6))
-- ,o asEJO

cp](e), r (16) Cpl,γ】

28皇8) 2j91

aseJO

(V) 1+rg)(0)- 1 asEiO
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ここで,?,xEは次で定義される写像

(3.24) 仁 1,1] 二 L [｡,∞)i tld,∞)_

lu..I uJ LU

i - 宝 ‡ - ÷ 玉 ‡

で,I;19pJe)は,合成写像 x言]Pによるp,(E)の像測度であるo

注意 3.5 一般化されたEinstein関係式に関 して.,.観測時間の幅を′j一､さくする｡即ちEl

Oとするとき,白色 ノイズに基づく離散系のときのEinstein関係式のずれの大きさは,連続

系のときの白色ノイズに対するもの-近づき,久保ノイズに基づくときの離散系の Einsteill

関係式のずれは,なくなることを定理 3.5Qv)と(V)は教えてくれる｡

§4.エン トロピー ([21])

Lや､し,正数 e>0をとめておく限りは,白色ノイズに対しては勿論のこと,久保ノイズに

対-してや,Einstein関係式にずれが生ずるので,確率過程のランダム性 ･情報量の観点から,

単位時間当りのエン斗 ロビー レ ｢ ト, 大偏差原理 (largedeviationprinciple)におけるエ

ントロピーを,第 1KMO-ラン ジ ュ ヴァン方程式 (3.13)における揺動カ alfと第 2KMO-

ランジュヴァ▲ン方程式 (3･14)に お ける揺動カ α2Zに対 して計算L

w ≡ RZ-Iw:zJ一一 R函数 1,x(u,)≡u,(n)

として,W上のBorel構造LJ8-- a(X(a);n∈Z)とW上の定常確率測度の全体 珊S(W)の部分

集合7月tl(TT･')を

(4,1) 7n冒(W)-tp∈Tns(W);X- (X(a);n∈Z)は確率空間 (W,LJ8,p)上で

正規定常過程で,スペク_トル密度 Apをもち,Apは [-7E,7C]で準続,Ap

(一方)千_Ap(可,logAp∈Ll(-1打,W)i

で定める｡

単位時間あた りのエントロピー P∈'n冒(W)に対 して,

(4.2) E(P)- lim
TZ,→ (X)

ここで

1T(X(1),･･･,X(n))
n
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a(X(1)･-IX(n))=⊥IRJ log･Pn(-))Pn(-)d&

Pn(a)-P((X(1),-,X('n))∈dx_)/dx

p∈ 7n冒(W)に対して,Apの outer函数をhp とするとき,

(4･4) a(P)-‡log(4W2e)+ logkp(0)
と表現されることは知 られている｡

大偏差原理におけるエントロピー 1In:W.-.- 7ns(W)を

(4･5) Hn'W)-i kniiao霊W(n)

但 し,CはW上のシフ ト作用素,W(n)-(･･･… u,(1)-W(n)) )で定め,P∈,ns(W)rこ対し､---･-ー--一′
て,7ns(W)上の確率測度列pnを

(4･6) pn-Hn(P)

で定義する｡このとき,Donsker-Varadhanl4]によって,tPn;n∈N)に対 して1argedbvia-

tion principleが成 り立ち,そのときのレー ト函数Hp(I)は次の表現をもつことが示 された :

Q∈ 7'is(W)に対して

(4･7) Hp(Q)-EQ(/RQ(yI･)logo(y巨)dy)+log2打

･i IG ･ 去 I_ww logAp(0)dO

ここで

(4.8) Q(ylw)…Q(dylw)/dy

EQ(x(n)x(o))-I_wwe~inOdAQ(0)

<o>

p∈ 7n冒(W)に対して,X- (X(a);n∈Z)は薙率空間 (W;LB,p)上で条件 (3.2)-(3.4)を
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満 たすとし,(α1,A,,01),(a2,82,P2)を夫々第 1.KMOう ンジュヴァンデータ,第2KMO-

ラ ンジュヴァンデータとして,白色ノイズαlEと有色ノイズ a2Zの分布を夫々PalfとPa2I
と す るoPα1ftPa2Iはともに-?(W)の元であるo
定 理 4.1

a(Pale)-log(ノラ言eα1)

a(Pa21)-log(√雪㌃eα1･
1+ J92+r2(0)

1十β1+rl(0)

･･･i) †

定理 4.2

E(PalEト H(P)=log(1+Pl+rl(0))>O

a(Pa2I)-a(P)-log(1+82+γ2(0))>O

Hp(Pale)ニー log(1･Pl+ rl(0))+i+Pf

+LiltP,(1+i)+1-tipl(dt)+jLllJ_ll

Ep(Pa2I)-Ilog(1+P2+γ2(0))+i･822
+J._:tp2(1+i)+1-tJp2(di)+I_11JL11

HpalE(P)- log(1+Pl･ γ1(0)ト÷+

Epa2Z(P)- log(1+P2+γ2(0)上 土+2

p2-0のとき; a(Pα18)-a(Pa2I)

β2≠ 0のとき; β2>1ならば

a(Pa21)>E(Pale)

Hp(Pall)>Hp(Pale)
Hpa2I(P)>Hpalf(P)

注意4.1 (i) p2-0 ⇔ .01=0

(ii) p2>1⇔ Pl>1 ⇔ P2>P1

- 2 32-
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注意4.2 ∴白色 ノイズに基づくEinstein関係式のずれと久保 ノイズに基づくEinstein関係

式のずれとの比をγ とする :

(4.9) γ -

C卑 1･(2β1)~1

1+r2(0)

β2≠0のとき,次のことを注意する :

･4･10) ri-: t1 - 821…il

従って,定理 4.2(ij)の意味することは,r<1のとき,即ち,白色ノイズに基づくEinstein

関係式のずれの方が久保ノイズに基づくEinstein関係式のずれより小さいときは,白色 ノイ

ズの方がもとの過程Xに情報理論的に近いということであるOそして,r<1という条件は,

KMOう ンジ-ヴァン方程式のdriftの係数 Plとダ2のいずれかが1より大きいということ,

あるいは,β2>β1ということでチェックされる｡

注意4.3

これ迄紹介してきたことは,無限の遅れの項をもつ確率微分 (差分 )方程式に基づいたこと

だが,離散系のときに,観測 ･実験にかかる共分散函数の定義域が有限ということを考慮にい

れたKM20う ンジュヴァン方程式論が構築 されている｡これは,有限の遅れの項をもち,揺

動力は,有色 ノイズだが独立性 という性質をもつ ｡ 非線型の項も導入されるので,ランダム現

象の定常性,因果性 と異常性に対する検定が提案されている([22]-[24])｡別の機会に話せた

らと思います｡
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相転移の統一理論

一超有効場理論とコヒ-レ_ント異常法-

東大･理 鈴 木 増 雄

1.はじめに

この報告では,超有効場理論とコヒーレント異常法1~24)の要点を,式をなるべく使わずに

概念的な面に重点を置いて解説する･｡

相転移の理論的研究は古く前世紀から始まるOその中で最も有名なものは,Lフアンデルワ-
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