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0. はじめに

いわゆる一様等方性乱流 と言うものがある｡これは､Navier-Stokes方程式 (以下､N-S eq.と略

記)の粘性ゼロの極限で出現する､最も普遍的な解であるにも関わらずこその構造自体が末だ不

明解なままである｡構造自体が不明解であっては､それを解明するための理論を作ることもでき

ない｡この報告では､乱流の特徴的な構造の一つである ｢エネルギー散逸領域の空間的間欠構造

｣について述べる｡特に､最近流行のマルチフラクタルが､この空間的間欠構造の記述に有効で

あると言う実験が報告されているので【ll､羊の話題を中心にして述べる｡更に､この事実に対す

る我々の解釈についても述べたいと思う｡

1.ことの始まりとその後の発展【21

乱流の空間構造について最初に定性的な記述を与えたのはRiclmrdsont3】であった｡彼は､乱流

とは渦の階層構造であることに気付いた｡つまり､外力によって引き起こされた大きな渦が､N-S

eq.の非線形性によって､より小さな渦-と分解され､更に､その渦どうしの非線形相互作用に

よって､更に小さな渦が ････､と無限に続 く一種の rエネルギー ･カスケー ド過程｣そのも

のであるとしたのである｡そして､もし､粘性が有限 (ゼロでない)であれば､ある有限の大き

さの渦でエネルギーが散逸し､カスケー ドが打ち切られる｡

この定性的な記述に初めて定量的な記述を与えたのか､Kolgomorov【4】であった｡彼は､一様等

方性乱流においては ｢乱流は､一様､等方､定常であり､エネルギーの注入 と散逸のバランスで

成立する定常状態にある｡｣と仮定 した｡ここで､エネルギーの注入 とは外力 (流休が物体によ

ってかき混ぜられること)を示し､散逸 とは粘性による摩擦によってエネルギーが失われること

である｡そして､注入 と散逸の中間となる大きさの渦では､散逸 も注入もなく､カスケー ドのみ

が生 じる｡この仮定により有名なEolgomorovの号乗別が導かれる｡以下にその導出をごく簡単に

書いておこう｡

まず､ここで言うエネルギーと言うものはあくまで､滑のエネルギーであることに気を付ける｡

よって､流体全体が一様に流れているとか言うような成分は除かなくてはならない｡この目的の

ために距離ぼ け離れた地点間の速度差 av(I)～V(o)- V(L)を導入する｡すると､ここで問題にしてい

るエネルギー Eは､E～(ev(1)l2t表現される｡次に､スケールLの渦の運動についての特徴的な時

間lについて考えよう｡これは､次元解析で考えると､ト L/GV(I)と表記されねばならか -｡よって､

この単位時間当 りにカスケー ドするエネルギーは E/l～【ev(t)13/tのオーダーであろう｡ここで､

Ⅹolgomorovの仮定に従い､このカスケー ドするエネルギーの量はどの様なスケールでも一定であ

るとする｡ (さもか -と､定常状態は保てか -｡)よって､Sv(I)～Ll/3となり､E～t2/3である｡こ
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れをフーリエ変凱 たものかE(A)～k-T っま｡Kolgomorovの号乗 別 に他なられ ここにおいて

大事なことは､特性を特徴付ける時間スケール卜L2/-y(y:粘性率)であり､ Vが十分小さけれ

ば､ある軽度大きいJの渦に封じては､ーヵスケ- ドの方が散逸よりずっと早 く起きて散逸の効果は

無視できる､と言うことである｡この仮定によりエネルギーの注入一伝達一散逸という乱流の構造

が定量化され､実験的にも号乗別が確認された｡

これで終わりならば話は簡単であったのだが､Eolgomorovの ｢乱流は､一様､等方､定常であ

る｣と言う佐定は実験的には間違っていることがわかった｡つまり､エネルギー散逸領域は空間

全体に広く分布しているのではなく､ごく限られた領域にその大部分が集中している羊とが解っ
S

たのである｡これが､エネルギー散逸領域の空間的間欠性である｡にもかかわらず､IA 3乗刑は
成立すると言う矛盾が生 じてしまった｡

この問題点を解決するために､Kolgomorovのlog-normalモデル【5】や､ β-モデル【61が提案され

た｡それらは全 く異なったモデルであるが､ 号乗別と間欠性の矛盾に関する問題に凱 ては全く

同じことしか言っていない｡先の号乗別の導出で解るように､エネルギー EtiSvの2次のモーメ

ントによって求まった｡ ｢エネルギー散逸額域の空間的間欠性の影響はもっと高次のモーメント

にのみ現れる｡｣2次のモーメントに対する補正はごくわずかで検出不能 と言うことである｡例

えば β-モデルは､Eolgomorovの号乗則場 所的には正しいが実際に散逸が生 じているの.まフラ

クタル次元姉 3)の限られた空間の中だけであるとする｡ (根拠は全 く無い)このため､号葉脈

変更され､号+(3-df)/3乗則となると言うものである｡この岬 ､理論的には全 く決めることか出

来ず､実験により求めるしかか -｡この値はdf>2･5と見なされており､補正はごくわずかである｡

このため､今までの実験では観測されなかったと言うわけである｡ 実際､ev(t)の高次モーメント

の 依 存性はdF2･8としたときとよく一致することがより帯密な実験で確認された｡

さて､問題はここから先である｡ β-モデルによってうまく表現できるのは10次のモーメ̀ン

ト程度であり､それより大きくなると､明らかに系統的なずれが生 じることが解ってきたのであ

る｡これは､乱流の構造が､フラクタルになっているだけではなく､更に､後述するマルチフラ

クタルになっていると言うことを示す｡但しその差を見るためには､ 10次以上の超高次のモー

メント､20次､30次のモーメントを見る必要がある｡~そういうところまで見ることになんの

意味があるのか､10次まで合えば十分ではないのか?この疑問に答えるには､結局､乱流とは

何か､という点が明らかになるまで待つしかないであろう｡20次､30次のモーメントは､乱

流の本質において全 く2次的､3次的な性質のものかも知れないし､あるいは本質的な性質のも

のかも知れない｡我々は､本質であると信じているが｡
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2-..乱淀のマルチ7ラクダルモデル

乱流の空間的間欠構造がマルチフラクタルであることを実験的に最初に確認 したのは､

Meneveauet･～al(1】である｡彼らは､風洞乱流､格子乱流､円柱後方の伴流､及び大気乱流の4種類

の乱酔 こついてその速度湯の1次元断面よりエネルギ⊥散逸の分布を求め､その空間構造がマル

チフラクタルであることを示 した｡彼らの取った方法は次のようなものである｡まず､乱流中に

プローブを入れ､速度場の時系列を測定する｡次に､テイラーの凍結乱流の仮定により､
(% )2は

(吃 )2と等 しいとみなす｡ここで､和 一横流れの速度であ｡､乱流による速度場の揺らぎよ｡2

桁大きくしてあ8･更に､散逸エネルギー- (% )2であると佐乱 て (正確にはe-V

(auJ83,.∂u,･/aXi)2)､(普 )2の収 存性が､Cの城 存性､つま｡､空間構造を表すと見なした｡こ

のような多 くの仮定をおき､非常に大きな統計誤差を単純に平均してならした結果得られたのか

図1のようなDV-q曲線 とf-qスペクトラムである｡ (マルチフラクタルの詳細については､付録

を参照)ごく直感的にいってしまえば､ D可とは散逸エネルギーEのq次モーメントのフラクク}t,吹

元である｡ Cの分布が空間的にバラついている場合には､高次モーメントであればあるほど､ E

の密度の大きt場 所が支配的 となる｡このため､D91まq の次数に強 く依存することになる｡

Eolgomorovの理論の場合には､空間が一様であるから､qによらず Dq-i-3となり､β-モデルの

場合にも空間舶 巨一様であるがその分布は-様なフラクタルであったので､やはり､D9-dfとなる｡

図 1を見れば解るように､Dqは明らかにqに強 く依存しており､ Kolgomorovの理論はもちろん､

β-モデルでも記述できないことが解る｡典型的なマルチフラクタルである｡実際､トαを見て

みれば､この事情は一層はっきりする｡αはいわば､局所的なフラクタル次元 とでも言うべきも

のであ｡､E(A)～k-,としたときの､Tとr=-ト 号 q のように関係 している｡Kolgomorovでは､

･三号しかとらなかったが､マルチフラクタルの歩合にはαか場所によって異なり､広 くバラつく

ことになる｡ /(α)は局所的なフラクタル次元がαであるような領域の面積のフラクタル次元であ

る｡KolgomorovであればJ-qスペクトラムは､ (1次元断面の場合) I-i-2-1,a-1の一点にポ

ッンと点があるだけであるが､実測では αが広 く分布しており､マルチフラクタルであることを

示 している｡このような複雑な現象は､Kolgomorov理論では説明できないものであり､現在も解

明されていない｡

彼らの実験は多 くの仮定を用いた解析をともなっており､いささか信頼性に欠ける｡エネルギ

ー散逸についてはこれ以上 どうしようもないが乱流の空間的構造がマルチフラクタルになってい

ると言う事実を示唆する実験や数値計算がいくつかある｡1つは､同じくMeneveatLのグルーブに

よって行われた【7】､乱流中の不純物の濃度分布の空間構造である｡彼らは､ジェット噴流中に不

純物を混ぜ､後方に生 じる乱流中の不純物の濃度分布の2次元及び1次元断面をレーザーでスキ

ャンして､空間構造をダイレクトに観測することに成功した｡この方法ではエネルギーの散逸を

測ったことにはならないが､空間構造を測ったことになり､しかも直接測定なので､信頼性も高

い｡この実験でも､不純物の空間分布がマルチフラクタルになっていることが解 り､I-qスペク

トラムも前の実験 と大差なかった｡

更に､2次元乱流の空間構造がマルチフラクタルであると言うことも解ってきた【8】｡2次元乱流
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の歩合は､カスケー ドを起こすのはエネルギーだけではなく､渦度の2乗平均であるエンス トロ

フィーである｡そこで､中野らはエンス トロフィーの散逸率の空間分布を2次元でN-Seq･を直接､

数値積分するこ-とにより求めた｡その結果､エンス トロフィー散逸率の空間分布もまた､マルチ

フラクタルであることが解った｡

以上の結果によ り､乱流の空間構造がマルチフラクタルをなしているのはかなり確実なように

思われる｡しかし､今のところまだその成因を明らかにする理論はなく､マルチフラクタル分布

の構造をパラメーター ･フィッティング的に求めた研究があるのみであるt9,10】｡この点に関して､

我々は最近､ある解釈を考え付いた｡今のところ単なる予想であるが､それについて以下で述べ

よう｡

-30 -20 -10 0 10 20 30 0･O
q

図 1 3次元 乱流 の 一次元 断 面 にお ける散逸 エ ネル ギー の マル チ フラクタル｡

左 :Dq- q 曲線 右 : f-αスペ ク トラ ム

5 0 1 2 3

図 2 べ き分 布のマ ルチ フラ クタル｡ (β =0･5,D=1)

左･.Dq- q 曲線 右 ･･ f-αスペ ク トラ ム
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3.散逸の大きさはべき分布

さてその前にまず､乱流をめぐるもう一つの統計的性質について触れておかねばならない｡前

述のように､エネルギーの散逸に関係するのは2点間の速度の差 ev(I)であった｡最近､とあるtを

固定 した･tきの Sv(t)の ｢大きさ｣の分布が､ローレンツ分布であることが実験的及び理論的に解

ってきた【11,121｡ ローレンツ分布は､分布が長いテイルを引くべき分布の一種である｡ev(I)はげ

小さい時は速度場の微分豊 に等 しく､Menevea城 の近似を行えばe～(% )2である｡よって､8
v(I)の大きさ分布が､ローレンツ分布であると言うことは Cの大きさ分布がP(千)～eJ･Sであるこ

とを示す｡ここで､ P(≧e)は､Cより大きいエネルギー散逸の存在確率である｡更に､我々が､

最近計算 している格子渦糸モデルに於いても､渦度の大きさ分布がべき分布となっていることが

示されている｡渦度の2乗が Cに比例するので､これはやはり､ Eの分布がべき分布であること

を示すものである (5節参照)｡

このように乱流に於いてEの大きさ分布は､べき分布であるらしいと解ってきた｡これは､前

節の空間分布のマルチフラクタル性とどう関係するのだろうか｡答えを簡単に言ってしまうとi

｢べき分布とマルチフラクタルは相入れない｣｡これは､直感的にもかなり当然である｡Jの大き

さによらず ev(I)がローレンツ分布であると言 うことは､ev(I)がなんらかのスケーリングav(I)/Lq

の元に統計的に不変であり､単一のスケーリング関数にスケーリングされることを示す｡つまり､

スケー1)ング指数 qは単一であり､｣トdスぺク7.ラムは ｢点｣となってしまい､決して､マルチ

フラクタルを生 じさせることはできない｡この点については､【131を見て損くとして､結果のみ示

せば､

/(q-1)(q<P)

-0 (q≧β)

及び

f(a)- i (a-i)

=0 otherwise

(図2､d〒1,β-0.5)､但 し､βはP(e)～ E ~Bである｡見るからに Meneveauらのデータとは似て

も似つかない形をしている｡この矛盾はどうすれば解決できるであろうか｡

Z(q)1ハ q-1)

10 100 1000
1

図 3 ハ イブ リッ ドモデ ルの クロスオーバ ー｡

(q =-1.5)グ ラ フの傾 きが フラクタル

次元 を表 す｡
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4.べきとマルチをつなぐもの ～-イブリッド･モデル～

さて､ここで高安は次のように考えた｡乱流でev(I)の ｢大きさ｣分布がローレンツ分布になっ

ているのは確かであるとしても､実際には､ ev(I)の大きさには､上限がなくてはならか ,のでは

ないか｡もし上限がるとすると､その影響が出て､図2のようなべき分布によるマルチフラクタ

ルの形が歪み､あたかも図軍のように見える可能性はか -だろうか｡実際､小景【12】によれば､a
1

v(I)は大休 Re4 (Reはレイノルズ数)のオーダーで上限を抑えられるということになっている｡で

は､図2は具休的にどの様に歪むのだろうか｡ Sv(I)の ｢大きさ｣分布の幅がひどく小さく､分布

のべきのテイルがすごく短い極限を考えよう｡するとこの時､実際上､空間分布の揺らぎはほと

んど無視できでd次元空間全体に一様に分布しているように見えるであろう｡つまり､D甘Edでqに

よらか -ものが出現する｡現実の系は完全なべき分布 (上限がか -)と､これとの中間であるた

め､D可をどのスケールで観測するか (S v(I)のどの程度のlの近傍で D逐 観測するか)でDすごJから
図2へのクロスオーバーが生 じ､適当なスケールで観測すると､あたかも図 1の様になって見え

る可能性はある｡このように､上限の存在するべき分布を用いて見かけ上のマルチフラクタル (

それは幻に過ぎないのであるが)をつくりだそうと言うモデルをノ､イブリッドモデルと名付ける｡

ノ､イブ リッドモデルが実際に見かけ上のマルチフラクタルを作 り出すと言 う事実を確認するた

めに､我々は､簡単な数値計算を行ってみた｡1次元の直線上に上限 en.ェのあるP(e)～ e-AS の

分布にしたがって､エネルギーEを人工的にランダムに分布させ､ D9を計算 したのである｡図3

はq--115の時の lZ e(I)ll/(9-I) とtの両対数プロットである｡傾きがD逐 与える｡Lのある値を境に

してDvの値が変化しており､ げ 大きいところでは､D,-1､ tが小さいところでは､D,-1･4､とな

っている｡ emax-∞である完全なローレンツ分布では､D.-116のはずなので､Lの小さいところで

は､予想どおりべき分布のマルチフラクタルと Dq…dの中間の値が観測されている｡これを様々な

qの値について計算し､プロットしたのが図4である｡まだ､試験顔階なので､乱流のデータとの

一致はいま一つであるが､Meneveauらのデータがまさにべき分布 とDF d の中間を取っているの

は明らかである｡これ以後の改善によっては､乱流に於けるDqのq依存性をノ､イブリッドモデルで

説明することも可能であると信じている｡

以上まとめると､Kolgomorovの号に端を発した乱流の空間構造の定量的研究- まや､フラクタ

ルやマルチフヲク女ルといった新しい概念が導入されるに到っている｡しかし､その議論はいま

だ､現象論の域を脱していか -｡現象論を越える試みの一つとしてハイブリッドモデJyによるマ

ルチフラクタル分布の説明の可能性について述べた｡この小文が､少 しでも皆さんのお役に立て

ば幸いである｡
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図 4

ハ イブ リッ ドモデル と

乱流 の Dqの比較｡

a:べ き分布

b:Dq=d =l

c:乱流

●が ハ イブ リッ ドモデル
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5.格子渦糸モデル

我々は最近､ランダムに運動する渦糸 と言 う描像で乱流を捉えるモデル､格子渦糸モデルを提案

した｡格子渦糸モデルでは､3次元単純立方格子上の各ボンド上に渦糸が定義され､その強さは

dJであるふそしで､roIJ-dTを離散的に解 くことにより､各渦糸上の速度uが計算される｡渦糸は､

この､速度uに比例 した確率でランダムに運動する｡但 し､エネルギーE=エZu2を保存させるため
2

に､ uとa･を常に規格化し続ける｡図 5に､主な渦糸の運動を与える｡このままでは､カスケー ド

が生 じか -ので､外力の代わ りとして強さ1､-辺 1の単位渦輪をランダムに注入する｡また､

粘性の効果は､渦糸の等方的な拡散で代用する｡これにより､外力+渦糸の運動+粘性 と言 うシ

ステムが完成 し､注入+カスケー ド+散逸 と言 う乱流の描像に近づけられると期待される｡図6

は渦糸の強さa･の大きさ分布がである｡渦度a･は､局所的にe v(I)に関係付けられると期待される

ので､3節の結果 と比較すると､大きさ分布がべき分布 となることが期待される｡実際､明らか

に､べき分布の部分がみられる｡これは､いわゆる不可逆凝集のアナロジーからするとごく当然

である｡渦度の強さをクラスターの大きさとみると､格子渦糸モデルは注入のある不可避凝集モ

デル とよく似ているが､この場合､クラスターの大きさ分布がべき分布 となることがよく知 られ

ているからである｡このように､格子渦糸モデルは､乱流を凝集 と拡散を繰 り返す渦糸の集合と

見なすモデルであり､実験で知られている散逸エネルギーの大きさ分布がべき分布 とな.ることを

再現 し､また､ノ､イブリッドモデルと組み合わせることにより､乱流のマルチフラクタル構造を

も解明する可能性を内抱 しているモデルである｡
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図 5

格 子 渦 糸モデ ルの 素 過 程｡

左上 :渦糸 の変形

右上 :渦糸 の合体

左 下 :渦糸 の組替 え

右 下 :渦輪 の生成

図 6

格子 渦 糸モ デ ルの Uの

分布 関 数 P (h,)o

u〉0.1の領 域 にべ きの

テイル が 見 られる｡



｢パターン形成､運動およびその統計｣

付轟.マルチフラクタル【2,14】

マルチフラクタルとは､ごく直感的言うと､ ｢場所によってララタグル次元が異なって見えるフ

ラクタル ｣のことである｡まず､空間上に密度p(ェ)(乱流ならばe(3))を定義する｡そして､こ

のIL(3)をある点での近傍の大きさLのBoxPi(I)内で積分したものをpi(L)とする｡

p.1(I)--/A.(,,dp(=)-Lq

この時､このLL(ェ)の大きさの局所的なフラクタル次元Oが上記のように定義される｡マルチフラ

クタルでは､このαが､場所によって異なる｡このαの分有は ｢局所的なフヲタグル次元が αで

あるような領域の面積のフラクタル次元J(α)｣によって､定量化される｡つまり､

N.(I)ddEL-I(q)p(a)dq

である-｡ (普通のフラクタルであれば､q=dfLか取らず､その時のJ(a)もdfとなる｡)このよう

な､マルチフラクタルではDqがqに依存する｡密度LL(ェ)の一般化次元Dqは､

E .･Pi(L)9-lDIq-1)

で定義される｡これを､∫(α)で表すと､

･.･p,A(,)q= IL-Nq'p(a)dO -

である｡∫-0では､鞍点法により､

EiP.(t)q-tq･1-Jtq)

となる｡ただし､d qは 急 qqJ(a)1-0となるqの値である｡よって､

Dq-吉 【aqq-I(･aq)]

となる｡よって､∫(a)をうまく.選べば様々なDqを再現できる万能のフィッティングモデ}t,である｡

References

ll】C･MeneveallandK･R･Sreenivasan,NucLPhys･B(Proc･SllPPl･)2(1987)p49

【2】G.PaladinandA.Ⅴulpiani,Phys･Rep･156(1987)p147

[3]L･F.Richaerdson,Weatherpredictionbynuma･riCalprocess(CambridgeUniv･Press,1922)

(41AIN･Kolgomorov,Dokl･Akad･NaukSSSq30(1941)p299

[5]A.N.Kolgomorov,I.Fluid.Mech.12(1962)p82

[6]U.Frisk,P.SulemandM.Nelkin,I.Fltlid.Mecll･87(1978)p719

t71R･R･Prasad,C･MeneveauandX･R･Sreenivasan,Phys･Rev･t,ett･61(1988)p74

[8】_H.MizutaniandT.Naknno,J.Phys.Soc°Jpn･58(1989)p1595

[9】R.Benzi,G.Paladin,G:parisiandA.Ⅴulpia11i,J.Phys.Al､7(1984)p3521

[10]C.M'eneveau-andK･R･Sreenivasan,Phys･Rev･Lett･59(1987)p1424

(11]P.TongandW･Ⅰ･GoldbⅦrg,Phys.IJett.A127(1988)p147

【121A.Onuki,Phys･Lett･A127(1988)p143

【131M.Taka･yastlandH･Takayasu,Phys･Rev･A39(1989)p4345

【14】｢フラクタル科学｣ 高安秀樹編 朝倉書店 1987

1 4 53-


