
｢パターン形成､運動およびその統計｣

Reaction-DiffusionSysteJ (Gierer-Xeinhardt■odel)

におけるパ ター ン選択性 につ いて

相見 和明 (群馬大 ･教養 )

1｡ は じめ に

非線形非平衡系で起 きるパ ター ン形成 は､ 多 くの研究者 の注 目を集 め精力的に研

究が行 われてお りますが､ 未解決の問題が山積 してい ます｡ その 中で も系が与え

られ た初期条 件や境界条件 に殆 ど依存せ ず､ あ る Vavenunber で特徴づけられ

る周期的な空間構造 を自ら選ぶ とい うパ ター ン選択性 の問題 (以後 w sと記しま

す )は､ 興味 ある問題 のひ とつです｡ ここでは まず どの ような系 でw sが観潮さ

れ るかを例 を挙げ て説明 し､ 次 に代表的な理論的なアプ ローチ につ いて簡単に解

説 します｡

一一 RayleigI卜Benardconvection :二つのプ レー トに挟 まれ た涜体が 下から黙 さ

れ る時生 じる不安定性の問題 です｡ 上 下の温度格差が小 さい時は､ 熱の拡散によ

ってエネルギーは運ばれ ますが､ 温度格差が 大 きくな る と熱拡 散 によってのみで

はエ ネルギーの運搬 を担 うこ とは出来ず､ マ クロな対 流 を伴 う周期的パ ターンが

出現 します｡ w sが観湘 され る場合 とは､ 例 えばロー ルパター ンの空間周期が

再現性 よ く選ばれ るときをいい ます｡

一一 directionalsolidification :結 晶を一方向 に成 長 させ る時 に､ 固相と液相

を分 ける界面が周期的な構造 を保 ちなが ら成 長す るこ とが み られ ます日)｡理論的

な解析 も行 われてお りますが (2)､w sの本員的な理解 には まだ程遠 い段階です｡

一一 Liesegangring :1896年 にLiesegangが､ 小量のニ クロム酸 カ リウムを含む

ゼ ラチ ンの シー ト上 に洩厚な硝酸銀溶液 を蕗 とす と､ ニ クロム酸銀 の同心円状の

周期的沈澱が生 じるこ とを発 見 したのが名前の由来で､ 以後同様な周期的な沈澱

パ ター ンが Liesegangring と呼ばれ てい ます｡

一一 reducedsurfaceJlOdelofprotocell :我 々は生命体の原始 的なモデル と

してprotocellDOdel を提案 しました -3'｡一般 には系 を支配す る方程式は襟雑

ですが､ あ るパ ラメー ター領域では簡単化が可能で (い､protocellを形づ くる界
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面のdy.naDics(surfaceA)Odel)に､帰着す るこ とが で きます｡Tその surfaceJDOdel

が w sの性質 を示 す こ とが簡単な解析で分か りま した 15) ｡

-- biologi-GalsysteJIS :すべ ての生物 は本 来 外界の変動な どか ら身 を守り､ そ

の構造を保つ メカニズ ムを有 してお り高度 に進化 した生物 では複雑です｡ しか し､

原始的な藻 (Anabaena)の よ うな生物では､ その周期的な構造を支配す るメカニズ

ムは簡単 な はずで あ り物理化学的な解析が可能 で ある と考 えられ ます｡

以上の例の よ うに､ w sは多岐 に渡 ってお り一見､ 統 一的 な観 点か ら理解するこ

とは不可 能 の様 に見 え ますが､ fig.1に示 しましたよ うな 線形 安定解析に基づ く

diagrap に整理す ることが 可能で す｡ 縦軸 のパ ラメー ターは例 えば Rayleigh

-Benardconvection ではRayleighnuJDber です し､ ProtocellEIOdel では

cell に外界か ら供給 され る nutrient の濃度 と cellの界面の surface

tension との比 を意 味 します｡~ また本報告 で例 に取 った Gierer-Heinhardt

xIOdelの よ うな Turing instability を示 す系では拡散す る化学物資の拡

散係数の比 にな ります-｡ 横軸 はvayenunberを表 してい ます｡ 斜線 で表 された領域

は系の持つ trivial な定常状愚 (空間的 に一様 なパ ター ン形成無 しの状態 )が

線形 安定 で あ る事 を示 してい ます｡ パ ラ- メー ター Pが P cよ り小さければ､

trivialsteadystate はすべ ての vavenunber をもつ disturbance に対

して安定 で あ るこ とを意味 します｡ ところが､ P>P｡ の領域で は klとk2の

間の vavenunberを持つ disturbance は､ すべ て不安定であ り成長すること

にな ります｡ w sが起 きる とい うこ とは､ あ る vavenuElber k, が境界条作､

初期条件 に殆 ど依存せ ず再現性 よ く選択 され るこ とを意味 してい ます｡つ まり線

形解析で は説 明のつかない非線形牡が重 要な役割 を演 じている と考 えられます｡

更 にw sが 様 々な系 において観測 され るとい うこ とは､ あ る非線形系が特殊に持

つ性質で はな く､ 上記 した非線形系が統 一的 にもつ性質が w sの物理的なメカニ

ズ ムを理解 す るうえでの鍵 を握 ってい る と考 え られ ます｡

理論の方面 か ら今 まで に多 くの研究が成 され てお りますが､ w sの メカニズムを

統 一的 に理解 す るにはいたってい ませ ん｡ ここで は代表的な四つの範鴫に分けて

簡単 にその strategy を説明 します｡
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--asynptoticmethods:一般 的な瀬迫的方 法 については本研究会報告の蔵本氏

の稿 を参照 していただ きたい と思 い ます_｡ w sに直接開通す る ところでは､

Rayleigh-'Benardconvection につ いての歴史的な箪文 が あ ります (6, ･71 ｡ 彼 ら

はRayleighNr･が thr.esholdか ら僅カリこ外 れ た摸域では､ 系 のパ ター ンを記述す

る解が複雑な非線形dyna山icsか ら､ あ るスケー リング仮説 を利用 し･て簡単に抜 き

出す事が 出来 るこ とを示 しました｡ 同様な手法 はよ く応用 されて い ます'(5'1 8'.

(9)O

--potentialfunctionalapproach ･ wsが観沸 され る系 にも L potential

fuctional が存在すれば､ も しくは発見で きれば系 は その absolute力iniE,uD

に落 ち着 くはずですか ら､ こ とは簡単ですが､ご く一部の系 を除 いて 一合' 9̀'t= 附 ､

一般 的 には非線形非平衡散逸系 には期 待で きませ ん｡

--slovryvaryingparaneters 漸近的方法 の一種 ですが､ 系のパ ラメーター

が空 間的 にゆっ くりと変化す る時そのパ ラメー ターの空 間微分 を SJlallpara一

山eter として､ 系の neutralsolution の回 りの関数空間 に展開す る手法です｡

例 えば fig.1 において､ P=Pcでは k=koをもつ解 くneutralsoレ)しか実

現 しませんか ら､ P>Pcの解 を neutralsolution の張 る空間 に射影すれば､

k が ko か らどれだけ変化す るかが分か ります｡ この操作 を次々に繰り返せ

ば k, が原理的に計算で きるはずです = H ､-12)､ rl3)｡

--Jmrginalstabilityansatz :Langerが最初 に結 晶成長の問題 において提案

した方凍 ですが (=)､その後 いろんな問題 に拡張応用 され てい ます =5)LH 6- I -1

7''｡我 々は反応拡散系 (largesystem)におけるw sをここでは報告 します -川)｡

次の車で､ ある反応拡散系 (Gierer一抹einhardtmdel)を例 にとりw sが どのよう

な場 合に起 きるかを述べ､ その次の章で は 皿arginalstabilityansatz の応用

につ いて解説 します｡

2､ Gierer-Heinhardt DOdel における w s

反応拡散系 は非平 衡散逸系 にお けるパ ター ン形成の--つの J)OdelsysteJnであ り

数多 くの研究が成 されてい ます 日 9)､(28)｡ Turingは反応 拡散系 において空間的に

-様な解が不安定化 を起 こ し空間的 に非 一様な解 に移 行す るこ とを示 し(一uring-

instability)これが生物 にお ける形態形成を説明す る一つの鍵 にな るのではない
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か､と提案しました(2日｡それ以後生物の形態形成の nodelsysten としての観
点から多くの検討がされておりますが､Giefer と Heinhardt は norphogen
と呼ばれる化学物質の反応拡徽モデルを提案検討しています(22日23'｡ Gierer-
XeinhardtmOdelについて Turing-instabilityのメカニズムの理論的解析 も･
数多くされておりLます-2日｡Arcuri七 Hurray は更に一歩進 んで Turing-
instability がおこり､系が最終的に到達した空間的に構造を もつ解が系に与え
られた境界条件と､初期条件にどの様に依存するかについて検討 してい ます(25)｡
彼らは境界条件が no-fluxcondition の時､解は初期条件に依存す ると報告 し
ています('25)｡つまりwsは観測されないと言うわけです｡我 々は彼 らとは立場

を変え､wsが起こるかどうかに焦点をあて､涜体力学系でよ く行われ る様に
largeaspectratio(今の場合 largesysteEI)の条件下で検 討 を加 えました｡
このモデルでwsが起きるということは生物の形態発生､形愚 形成が環境条件や
実験条件によっては､ーそれほど左右されないという事実を､モデ ルが反映 してい
ることを意味しています｡
さて､我々は次の二つのモデルを取り上げること1こします｡

(AIM) Tata-串 +a2/h-Pa+チ

ath- D孟h+a2-h

(ASH) もa-お +a2S-a
毎 ≡ l)韻 S- ∝ aps-早 s+1

onOくxくし くL〉〉1)

(1)

(2)

但 し､ 不用なパラメータはすべ て適 当な scaling によって消去 してあ ります｡

ここで a,h,S はそれぞれ activator,inhibitor,substrateの濃度を表してい

ます｡ モデルの詳細 については文献 (23)を参照 して下 さい｡

この二つの系は次 に示 す空間的 に-様な trivial な解 を持ち ます｡

(AIM) ao-(l十g)/早 I ho-ao2
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ー(4)

これ らの解の回りの線 形解析の結果か ら- figilに相 当す る bifurcation

diagraIは fig.2',fig.3 1を 得 ます-｡ 点で表 され た領域 は (3),(4)の解が安定なこ

とを蓑 してい ます｡

｢ 数値解析 J

(3),(4)で与 えられ た解が､ 線形不安定 なパ ラメータ領域 に付 いて数値解析を行い

ます｡ あ るバ ン ド幅 を持 った yavt!nuplberの disturbance に対 して(3),(4)は不安

定ですが､ 初期 に与 え られ た disturbance に殆 ど依存せ ずにある vavenuJnber

で特 徴づ け られる周期的な構造 を系が 自 ら選択す るか ど うかが､ 知 りたい訳です｡

そ こで (3),(4)にさまざ まな種類の局 所的な initialdisturbanceを加 え時間の

経過 に従 い最終的 に系が どの vavenunber を選択す るか を､ (1),(2)を時間で数

値積分 して求め ま した｡ その結果が fig.2,fig.3 に errorbar を付けて示

してあ ります｡ err｡r の幅 は初期 に与 えた disturbance の variatit)n に依

ります｡ なお境界条 件 として Periodicboundarycondition と no-fltJX

condition を とりましたが､ 両者 の w s に関す る有意 の違 いは見 られ ませんでし

た｡

あ る特定 な vaventJnber(ks)が選ばれ るメカニズ ムは次の通 りです｡初期に

局所 的 に与 え られ らた disturbance は成長 しなが ら(3),(4)の空間的 に一棟な不

安定 な領域へ と伝ぽ ん してい きます｡ 初期の disturbance が 十_分 に局所的で

Lが 十分 に大 きい とい う条件 下では disturbance の'影響が境界 に及ぶ前に､ あ

る vavenumber (- kn)で特徴づ け られ る十分 に発達 した "vavepacket"が形

成 され るのが 見 られ ました｡ しか も k皿は､ ほ とん ど初期の disturbanceLに

依 らない ことが分か りました｡ つ ま り初期の disturbance の違 いは､ "yave-

packet''が 形成 され るまでの過渡的 な時間の経過の間 に消滅 して しまった､ と考

え られ ます｡ 数値実験 の結果か ら kps･と kJBは､ せ いぜ い erro,rbar の

程度 で しか異な らな い事が分か りま した｡ kEトの "vavepacket''が境界に到卜連

した時､ その kEl は境界条件か ら許 され る yavenu劫berの 一つ にな っていると

は限 りませ ん｡ 従 って kJD は境界条件 によ り修正 され るこ とになる訳ですが､
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上記の数値実験の結果 (ヰS-ピ kn) は､ その修正は errorbar の程度であ
りw sへ の影響は重要ではないことを意味 してい ます｡

初期の dis-turbance-が局所的ではな く系全体1こ randm ヰこ分布 しているときは

w sーは見 られず､ 最終 的に選ばれる yavenuJDber は､ あ る特定な ものではな く

初期の disturbanco に依 存 して変化す ることが分か り.ました｡=初期条件が局所

的に与 え られ た上紀の場合 と､ 系全体 に分布 している場合の違 いは次の通 りです｡

後者の場合初期条件 に依存 して線形の範囲で､ 局所的 に一番速 く成長する vave-

nub)her(それは一般 に局所的 に異な る)が佳勢 になると考 えられ ます｡ そしてそ

れ らが､ 十分 に発達 した "vayepacket" (kA)に成長発展す る前に､ 局所的に

異な った vavenumber を持つ 甘aVepaC.ketど うLが複雑 な相互作用をすること

にな ります｡

3､ Ma㍗g inal Stabi1it∫ A∩SaLz

我 々は前章で w sが起 きるための重要な要素は､ 初期の disturbance が成長 し

不安定な額域 に伝ぽん してい く過渡的な時間の問 に､ 初期 の disturbance の違

いには依存-･しない kzB で特 赦付 られ る "vavepcket''が形成 される事であるこ

とを見 ました｡ しか も k廿 とksの違 いは系のサイズ L が十分に大 きけれ

ば errorbar の範囲で しかない事 も分か りました｡ この k力 を求めるのに

以下 に述べ る様に zBarginalstabilityansatz の手法 を我 々の系 に応用します｡

先ず次の座標変換 を導入 します｡

x'= x-C -t , t'=t (5)

ここで C は伝ぽ ん速度 ですが､ この段階では未知です｡

そ して系 (1),(2)を空間的 に一様な 解 (3),(4)の回 りに線形化 します｡ eigen-

value を L とす ると､

1= 入 (k,C) (6)

の形 のいわゆる dispersion relation を得 ます｡ ここで k は(3),(4)の回

りの perturbation を特徴づ ける vavenl柑ber です｡-

さて(6)について 1arginal である pointで一 十分に発達 した"yavepcket"

の vavefront が スター トす ると仮定 します と､
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(7)

(†)により C と k が決定 され ます｡

も L vavefront で生成 され た node が新 たに生成､ 消滅 しな ければ

''vavepcket''の knと 伝ぽん速度 C の間 には次の簡単 な関係が成立する

はずです ｡

kn = Im (i (-k, C ) )/ C (8)

(8)によって計算 した kJIが fig.2,3 に実線 で示 されてお り､ 前章の数値計

算の結果 をよ く説明す ることが で きます｡

さて我 々は､ 反応拡 散系のモデルの一つであ る JGierer-NeinhardtbOdel にお

いてw sが観測 され ること､ そ して系が 自ら選 択す る周 期的な構造 を特徴づける

甘aVenunber,が 山arginalstabilityansatz で予言 され るもの とよ く一致する

こ とを見 ました｡ これは生物学的 には､ Geirer-Neinhardtnodel が､ 生物の形

態発生 ･形愚形成が 回 りの環境変化や､ 実験条 件の違 い に殆 ど依存 しないという

事実 をよ く説明で きることを意味 します｡ 最 後 にどの様 な条件下でw sがみられ

るか を､ まとめ ます｡

- 初期 の disturbance が局所的で あるこ と

-- systeJDSize L〉〉1｡ この二 つ 目の条件 は scaling後の形 であ り､ もとの

パ ラメー タの表現 にもどしてや ると､ 化学物質 の拡散 長 よ り系 のサ イズが十分に

大 きいことを表 してい ます｡
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Fig･1Bifurcationdiagram

∩日.
5

Wavenumberselectionintheactivato卜inhibit(jrmodel(2)andinthe
activatoトSUbstratemode一(3).Thedashedlinesseparatetheregionsorstability
(dottedregio'n)andinstabilitydeterminedbythelinearstabilityanalysis.Thesingle
polntSWitherrorbarsrepresentthenumericalresults.Thesolidlinesrepresentthe
theoreticalresultsorthemarginalstabilityhypothesis.

(2)AIM-p-0.1,D-15;(3)ASM-瑚-0.35,
D=15.
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