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1.界面の運動方程式■■~~~~■l■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■-~■~-

界面の連動は次の 2つの量にきって華 定される｡

①散逸関数(dissipationfunctional)

R - 三 II
dav2(a)

@ 自-由エネルギー(free-energyfunctiohal)

H - 亜 a----I-qA

この2つの量が与えられたとき､界面の運動方程式は､

6R/6V - -6H/6r

になる｡
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2.vertexdynamics

罪

(3)

面の面素
の全面積を
に 関する式

そこで､つぎの様な近似を行なう｡ いま､3次元のセルパターンの 1つの
vertexに着 目する｡ 1つの vertexは4本の edgeを介 して4つの vertexに
隣接 し､その4本の edgeの中の2本を含む faceが 1つの vertexの近傍に6面
存在する｡ 従って 1つの ve･rtex･は4つのセルに挟まれていや｡ (この場合､
edgeおよび faceは一般には曲っているであろう｡)
まず､全ての vertexに番号を付ける｡ i番 目の vertexに隣接 した4つ

の中の2つの vertexの番号をj､kとする｡ ここでつぎの様に近似する｡

近似㊤ (i,j,汰)が作る界面の一部を平面三角形で置換する.

この近似により界面の運動は vertexの連動として捉えることができ､界面の連動
が点の運動で表せる｡ (界面を平面三角形で置き換えるのは一意的ではなく､4
角形以上では数多くの置換の仕方がある｡ しかし以下の議論ではその不定性はあ
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｢パターン形成､運動およびその統計｣

まリ重要ではない｡)

3.散逸関数Rの計算

散逸関数Rを計算するために､次の近似を行なう｡

近似◎ 1つの VerteXiのみを_速度 Vlで動か し､他の VerteX

このことは vert盲Ⅹiのまわりの6つの面の iを頂点 とする三角形の部分のみがR
に寄与することを意味する｡ ここで vertexiのまわりの三角形 (i, j,k)
についての散逸関数を計算しよう｡ iを原点に置き､辺 ijをⅩ軸に一致するよ
うに置きj､kの座標をそれぞれ (Ⅹ 1,0)､ (Ⅹ2,
上の点の界面の速度を表すためにつぎの変数変換を行な

Ⅹ - Xle+(Ⅹ 2-Ⅹ 1) ヮ
y = y27

y

･つ

2) と置 く｡ △.ij汰

(4)

ここで0≦e≦1､0≦ ヮ≦蔓である｡ vertexiの速度をV~1とし法線ベク ト
ルをn lJkとおくと点 iでの面の速さはv l･n lJkであり､また点 j､kは動かない
ので､直線 jkとの距離に比例 して面の速さは大きくなる｡eはその距離に比例す

e-1は直線 jkを､ ∈-0は点 iを
(1- e) v l･n l-Jkで表される｡

○
す

表
従つて､点 (X,y)
.1U
●⊥△面ヽてつ

よ kの散逸関
ヽ

は
k

Jt
R数

R IJk -土JJda v2 (a)

た[:del.信
1

24L

Ⅹ1y2 (1- g)2 (vl･n lJk)2

Xly2 (v l･n lJk)2

1

12L
A IJk(寸 1･n lJk)2 (5)

ここでA IJkは△ ijkの面宿であ~リ､それは Ⅹly2/ 2に等しい｡ また､法線
ベクトル n lJkは次式で定義される｡

rJIX rkl
n lJk

IrJ.1×rklI

rJl 喜 rJ~ rl

(6)

(7)

ここで rlは､ vertexiの位置ベクトルである｡ よってこ近似③の時の散逸関
数Rは､
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(i) 1 (i)

R ≡ ∑ R I Jk ■- - .∑ AIJk(vl･nlJk)2
く jk 〉 12し くjk〉

(8)

で与えられる｡ ここでくjk〉は､ vertex iに隣接する4つの vertexが作る6つ
の面についての和を意味する｡

4.自由エネルギーHの計算

この場合も上と･同様に1つの Vertex iだけを∂rlだけ動かした時の自由
エネルギー変化 ∂Hを求める｡ 自由エネルギーの変化に関係した量は面積変化で
あるので､ここでも Vertex iのまわりの6つの面の iを頂点とする三角形の部分
△ijkの面積変化を計算する｡ まず､

AIJk - lrJIXrkll/2

lrlXrJ+rJXrk+rkXrlI/2

lrlXrJk十rJXrkl/ 2

であるので､

6AIJk - (6rlXrJk)･nlJk/ 2.

-∂rl･(nlJkXrJk)/ 2

を得る｡ よって､

∂H
q (i)
一一 ∑ ∂rl･(nlJkXrJk)
2くjk〉

5.vertexmodelの運動方程式

以上により､ vertexの運動方程式を得る事が出来る｡

∂R/ ∂v1 - -6H/∂rl

この式に3､4での結果を代入すると､

1 (i)
- ∑ AIJknlJknlJk･V1
6し くjk〉

を得盲｡ これを形式的に､
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(ll)

o (i)

- ∑ (n l JkXr Jk) (12)
2 く jk〉
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これについては時間 tを変数変換L

AodT - dt

を導入することにより､

dr1
- - 3LFl
dT

これを modelIとよぶことにする｡

(20)-

(21)

6. 素過程

上で求めた運動方程式は､それ自身ではセルバターンの運動を記述するのに
は不完全であり､以下で示す3種の素過程が必要である｡ (固A参照)

素過埋(DAnnihilation
4面体からなる ce.11のうち､--ce.1こ..i.を形作る .ーe_軸卓の1つの-.

長さが△以下のとき､その cellは消滅する.

1:p素過程② DomainSwitching-1
(①以外で)3角形の faceのうち､ faceを形作る edgeの

1つの長さが△以下のとき､その faceは消滅し､それを共有して

素過程③ Domaiふ._switching-2

ここで､Aは系の大きさと較べて無視できる長さである｡ 素過程(参と(訓ま互に逆

過程で_&るが､2次元のときと異なり､非対称である｡-セルパターンの運動は､
これらの素過程を vertexの運動方程式に動的に取込むことにより表現することが
できる｡ (図A)
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7. Simulation

以下は､周期的境界条件をみたす3次元立方体の系において､ vertexの運
動方程式 (modelⅡ)の計昇機実験の結果である｡ 初期条件は343個の3次
元ポロノイセルであり､図別ま､t-0､･150､300の時刻において､343
個の中の11個の cellについてその cellを構成する edgeをXy平面に射影し

…芸冒蓋芸Zcき;PStlr,i･:三豊買….篭 霊芝を;:3;子竜oo:;;…1£曇重義夏季孟夏
(起る｡ (このことは理論的にも示すことができるが､それについては別の機会
に発表したい) 図Cは､t-0､150､300の時刻においての faceの角数
分布 (左)および cellの面数分布 (右)である｡ 両分布ともに､ t=0､15
0､300となるに従って､角数､面数の小さな方に移動しているのがわかる｡
(分布関数やスケーリングの議論についても､現在解析中である｡)
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