
｢パターン形成､運動およびその統計｣

2次元 セルバ ター ン成長の スケー ル性

九州共 立大 Jt.大理 n 長 非連 三 中島勝 也h 川嶋恭治 h

§ 1. は じめ に

セルパ ター ンは 自然 界 に遵在 す る｡ 泡の集 ま り､ 多結 晶の結 晶 粒､ 玄武胃の

柱 状掠理ー 生物の細 胞糾織 等､ 時空 のス ケー ル姓広 範河 に及ぶ が それ らは,共 に

セ ル構造 を作 りー 一 見､ 相似 形で あ る｡ これ らのセ ル構造 は その 出来上が る道

程 の力学 に よるだ ろ う｡ この よ うな 系 の発展 過程 を統 一的 に捕 らえる概念は自

己 榊似性 (スケー ル性 )で あ る｡ この観点か らセ ルパ ター ン成 長 の統計力学 を

考 えるのが この研 究の 目的 で あ る｡

今 まで､ セルパ ター ンの理 論的研 究 は計g_秩 シ ミュ レー シ ョンが 主であった｡

この 様な 系の スケール性 を調 べ るため には､ 充分 多 くのセ ルの発展 を充分長時問

追 わねば な らない｡ これ は計算機 の能 力 と時 間 の軸隈 か ら困難 で あった｡ こ

れ を克服す るため にー 我 々は粗 祝的 モ デ ル (バ ーテ ッ クス ･モデ ル )を考える｡

l' このモデ ルは 2次元の石 鹸泡系や 2次元 の結晶 粒 系のモ チノレで あ る｡ 即ち､

現 実 の曲が った界 面 を弔取の 厚み を持 つ 直線 の市 効 界 面 で近似 し､ 窮効界面の交

点 で あ るバ ー テ ッ クスの運動 に よ り､ セ ルパ ター ンの成 長 を紀述 す る｡ バーテ

ッ クスの運動 は表 面張 力 によ り駆動 され､ 界面を引 きず るための摩 擦が 作う (§

2参照 )｡ 更 に､ 2偶のバ ー テ ッ クスが衝 突す る と きー 軸 替 え過 程 (図 1. a )

か 三 角形 消減道程 (図 1. b)が起 こ る｡ 我 々は､ これ まで に､ 計算機シミュ

レー シ ョンをfiいー このモデ ルが セ ルパ ター ン成 長 を記 述す る才子効 なモデルにな

り得 るこ とを示 した｡ 1127

図 1. 素過 程 (a)載l替 え (b)三角形 消 減

(a) (♭)
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今 回 は系 の サ イズお よび ラ ンの,歎､を前個 の 10倍 に-して､ :この せ デルの示すセ

ルパ ター ンは 自己相 似 的成 長 をす る こ と (スケ ー ル性 )を確認 し､ その特故を表

す遵 守の_物 理｣量藩 求 め た｡ラ--.4' これ-は §2で 述べ る■｡･ §3で 解 析的取扱 いに

つ いて述べ る｡

§ 2. 計算機 シミュ レ-シ ョシ

我 クは､ セ ル境 界 の-運 動 は完 全1こ散逸 的 とす る と きI i番 目の バ ー テ ックスの

速 度 v i ( i-1,2,I･･,N.-)は 次 の 式で 与 え られ る こ とを示 した｡ 3'J■l■ヽ′

琶 'Dij(ェ i･ ÷ ェ j, ニーも三'誓 (2 ･1,

こ こで､ エ 'tはバ ー テ ッ クスの 位置ベ ク トルで rij≡ エ ;-エ jそ して D ijはテ ンソ

ルの摩嘩 係 数 で (nijは直鞍 の セ ル境 界 要素 < iーj >の 単 位法掠 ベ ク トル ):=てこ■:■コ

㌔β - _L r ∩
ij 3L ij

α βn
ij ij

;-α,B = x,y (2 ･2)

(2 ･1)式 の左 辺 !ま散逸 項 で右 辺 は浪 張 力 で あ る｡ (2 ･1)式 は,(ェ ilに

つ いての 2N元連 立 方 程 式で 取 扱 易 くな い｡ も し左辺 第二 項 l/2v jを蒲 とすこI-T-TJ

とが 出来 れ ば 連立 方 程 式で は な くな る｡ 従 っ て､ この 項 (相 関 項 と呼ぶ こ とに

す る )の 効 果 も併 せ て 調べ る｡ ( 2 ･1)式 に従 うもの を "モ デ ル0"ー 相関

項 を蒲 と した もの を "モ テ ル 0 'ー と呼 ぶ こ とにす る｡

更 にー も っ と簡 単 化 した形 を考 え る｡ ( 2 ･1)式の 左辺 を nijと v jの相対′l■■■■ ■" I

的 な 角度 につ いて 平均 tJ-て 持 ちLれ るもの を …モ デ ル IJ"､ 更 に長 さ rH につ いて

も平 均 した もの を ~モ デ ル l" とす る｡ 即 ちー

k
ク _ V

l ′■～■1
一髪 )長上 ;k-I,IIJrii

(2 ･3)

こ こで､ セ ル境 界 要素 r ijの 金糸につ い ての 平 均 値 を r8(I)とす る と
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(2 ･4)

(2･5)

以 上､ 主 と して三つ の運動 )}J程 式の形､ 0 ,I,Hにつ い てシ ミュ レーシ ョンを

行 い､ その結 果 を比較 す る｡ 初期状愚 は 24000柄のVoronoiセ ル (N=48

000)'̀を取 った｡ セルバL9- ンは L-2 (上 の運 動 Jf程 式で L=1とした)
か ら自己棚 似件 を示 し始 め る｡ 荊 シ ミュ レー シ ョンで は正六 角形 セルの集 まり

の 巾 に別 の 多 角形 を挿 入 して作 った初 期状愚 を採用したが. L～ 10か ら自己相

似仕 を示 し始 め た. この時 問 は採用 した初 期状態 に よ る. しか し, その後の

系 の発展 は同 じと考 え られ る. 図 2は L=20での セ ルパ ター ンや ある. こ
れ はモデ ル JIの結 果 で あ るが, パ ター ンの図 か らはモデ ル の̀ 違 い を判別できない.

平均セ ル両横 大 (i)の時 問 変化 を図 3に示 す｡ 揺 積 は 元 (0.)を単位に し

た｡ す べ てのモ デ ルで 太 こくL)=aL(aは定数 )で あ る｡ 即 ち､ セルの平

均 半径 は時間 の l/2乗で 大 き くな る｡ これ は前 シ ミュ レー シ ョンの結果 と一

致 す る｡ 7-2I この指 数はバ ー テ ッ クスの運 動 方 程式 の 次元 解 析 か ら予想で きる｡

摩 擦係 数 を三段階 に近 似 した上の 三つ のモ デ ル方程 式 は 次元 解 析 的 に同 じなの

で､ シ ミュ レー シ ョンの続 発 は この こ と と--致 す る｡ モ デ ル方 程 式の違い紘一

除数 aに現 れ た｡ この成 長刑 は aの違 いを含め §3で 議 論す る｡

図 2. スケー ル域 でのセ ルバ ター ン 図 3. 平均 セ ル両 横 の時間要化

瓦(I)
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セ ルパ ター ンの 自 己相似 的 発 展 を様 か め る には､ 成 長 則 と共 に角数 分布や サイ

ズ分 布の スケー ル椎 を調べ な ければ な らな い｡ 共 に ス ケー ル性 を示 す ことを確

･か め た｡ 図 4にモ デ ル TIの 角 数分 布 f (∩,I.)の 時 間 変化 を示 す｡ これは各

時 刻で 20桓)の ラ ンにつ いて 平 均 したFJ柴で あ 声｡ 折_れ線 上短 い掻 揚 は棲 準偏

差 を示す｡ 各 Ilにつ いて､ i-2以 降 で一 定 僻 め周 りに ` ゆ らい 'でい る｡

この ゆ̀ ち ぎ 'は 系が 有 限 で あ る こ とか ら くる統 計 的 ゆ̀ らぎ 'で ある｡

従 って､ f (∩,t)は スケー ル域 で 定 常 分布 f●(∩ )にな る｡ この事情 はモ

デ ル方程 式 には依 らな い｡

各 f'(∩ )を図 5に示 す｡ 実線 で つ な い だ●印 が モ デル 0ー 一点 鎖線でつな

い だ ×印 が モ デ ル Ⅰ一 点操 で つ な い だ0印が モ デ ル 11で あ る｡ この形 はモ デル

方 程 式 に依 って い 草｡ その 導出の 道 程 で､ モ デ ル0 - ll- Ⅰの席 に､ 二っ のパ
ー テ ックスの 周 りの 局 所 的 な情 報が､ 次 第 に失 わ れ て い る｡ その結 果 は五一 六

角 形 に集 中 したよ り対 称的 な 分 布が､ 五 角形 以 下 の小 角の方 に移 りよ り非対 称な

分 布 にな っ た｡ 勿 論､ 平 均 角 数 はす べ て 6で あ る｡ これ らの 分 布 はRiyierの式

に合 わせ る こ とが il'.来 な い｡ 5) 図 5の ◎ は 2次元石鹸 泡 に対 す る実装 の括◆柴で

あ る｡ 6' この実 敦 は スケー ル域 にあ る こ とを確 かめ て い る｡ これ はモデ ル0

の 分 布 に著 し く良 く一致 して い る｡

図 4.角数分 布 の 時 間 変 化

f(n.I)

0.0 10.0 20･0 3010
0.0

膏nj 貿 与 _ ル域 で の 角数 分布

0 2 4 6 8 10 12

§3･ 平均 場 理 論
こ こで はー バ ー テ ッ クス ･モ デ ル で 記 述 され るセル 系 の統 計 力学 的理論を考 え

る｡ い ま一 一柵 の セ ルの状 愚 はその 角数 n と両 横 Aで 記述 されt Aの時間変化

は
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(3 ･1)

に よ って 与 え られ るもの と仮 定す る｡ a n は nのみ の 関 数で

α
n

3

2+C
n (1- 2 s i n

L ･ - 一一 _-
(7(/ n ) )

c o s (7r/ n )
(3 ･2)

こ こで､ LはOnsagerの運 動学 的係 数､ Cはバ ー テッ ク スの運 動 方 程式 (2･1)

式で 左辺 の相関項 1/2v jの有 (C = 1)､ 無 (C =0 )を考慮す る｡ この (3+-T-TJ

･2)式 はー 対称 的な 放射状 の外線 を持っiErl角形セ ル に (2 ･1)式 を適用 し

て 得 られ る. この特 殊な配 置 にもか か わ らず､ (3 ･2 )式 はシ ミュ レーシ ョ

ンか ら得 られ たー スケー ル域 での n角形 セルの 平均両 横 Anの時間 変化dAn/dtと良

く一致 す る｡ = 従 ってー (3 ･l)式 はスケー ル域 で の セルの運 動 を記述す る

平均 喝近 似の 式 と見 るこ とが 出来 る｡

角数 n､ 両横 Aのセ ル数u(n,A;I)に対 す るマ スター 方 程 式は次の ように書 くこ

とが 出来 る :

某 日(n ･̂ ;L, - 一 志 a｡ tt(･1･∧ ;L' + W (n H ･̂ ;L'×
× tI(∩+ 1,A ;t) + W (n- 1,A ;i) Il(n - I,A ;i) -+

-W (n,A ;i) ll(∩,A ;i) - W (∩,A;i) fI(n,A ;i) (3 ･3)+

ただ しー n ≧ 3でY･(2,A;I)≡0,71(2,A;I)=0と定義 し､ V-(n,A;I)とY･(n,A;I)

は､ それ ぞれー 遷 移n- (∩-1)とn-,(n◆1)に対 す る単位 時 間 当 りの遷 移棲華である｡

(3 ･3 )式の右辺 で､ 第 一項 は ドリフ ト項､ 弟二 項 と?,三項 は遷移 (n+1)→n

とくn-1)-nによ る増 加一 第四 境 と第五 項 は遷 移n- (n-I)とn- (n'1)による減少を

あ らわす｡ 全セ ル数 は

0⊃ 0ロ
N (I, ) = ∑ J d^ H(n,A ;i)
c n=3 0

で 与 え られ る｡ Nc(i)の時 間変化 は (3 ･3 )を使 って
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dNc(i)

dt

◆●

｣ o dA wJ′(3･A;t) 刀(3･A;t) (3 ･5)

これ は､ 全 セ ル数 の減 少 は 三 角形セ ルの消滅 に よって起 こ るこ とを示 している.

系が 自 己相 似的 に発 展す るな らばt W･,W-お よび Iiに対 して､ 長 時間の橿取

で 次の よ うな スケ ール性 を要 請 す るのが 自然 で あ る｡

in
+(n,A ;i)=- 1旦塑

l

Nc~ dL

H (∩,A ;L)≡
･章

h (∩,x)

辛

Iw+(n･~x)

(3 ･6)

ただ しt X≡^/ 元そ して 元=AO/ Nc(AOは 系の 全面積 )は平 均セ ル両横｡
無 次元の 分布 開欺 h~は (3 ･4)式 によ り 1に規格 化 され て い る｡

系 の成 長刑 を求 め る ため に一 次の よ うな面 積 の次元 を も った量 を考 える｡ 7I

1 o〇 oD

AO n=3 1o dA A21Ⅰ(-l･A;t)
S≡ ∑

(3 ･3 )式 を使 って Sの時 間 孜分 を計 算す る と次の よ うにな る｡

dS
~ ~二_=
dt~

●●

2 nE=3αn中n( i) -

1 o〇

- ,一言甘 So dA ^2 W (3 ･̂ ;i)II(3 ･̂ ;i)

(3 ･7)

(3 ･8)

こ こで､ 少 ｡(L)は全 n角形 セ ルが 占め る捻 面 積の一 系 の 面積 に対 す る比華で
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1 t氾

≠n (i)≒ -A-古 Jo d^ ^ l.I(n ･̂ ;i) (3 ･9)

と定 義 され る｡ (3 ･6)式 を使 う と､ (3 i8)式 は 長時 間 の 榛 取 で次の よ

う にな る :

<x2> 竺 =2 晋 a ≠ 舎 _ < x-2>

こ こで､

dA

d i n=3 n n ann d t

･ x2 , ≡nT=, I.7dx x2 h 寺( n ･x ,

･x2,Ann≡ ∫07 d x x 2 W 幸(3 ･x , h 今(3 ,x '

辛 (工I 幸

少 ≡Io dx x h (n･x)n

(3 ･10)

(3 ･11)

<x2> は く∧/ 太 )2の平 均､ <x2>a什nは約 - る三 角形 の (A/ 太)2
■■Fコ

の 平 均 で､ ¢ n ,は や n(i)の 長 時 間 極 限 で あ る｡ (3 I 10 )式 を解 いてt セ

ル の 平均 両 横 は

太 (i)- a t , i-,∞

た だ しー

(3 ･12)

α- 2 nT=,an卓 : / (<-x2 > +< x2, inn, (3 ･13,

(3 ･I-2)式 は セ ル の平均 面 横が 時 間 の一 乗 で 大 き< な る こ とを示 しt シミュ

レー シ ョンの結 果 と一 致 す る｡ 更 に､ (3 ･13)式 は その 係 数 が､ 運動-B程

式 (3 ･ i)の α nと スケー ル域 で の 統 計 量 で 表 され る こ とを示 して い る｡ バー

テ ッ クスの 運 動 方 程 式 (2 ･I)の 相 関 項の 効 果 は (3 ･13)式 でー αnに 含 ま

れ て い る｡ (3 ･2)式か ら分 か る よ うにー その 効 果 は αを 2/3倍 に小 さ く
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す や ｡ 一 方- シ ミュ レー シ ョンの 結 果 は- 図 3-か ら- 相 関 項 を含 まな い場 合 (

0')の 傾 きに対 す る､ 含 む 場 合 (o )の傾 きの 比 は 0.66とな る｡ これ は上

に 得 られ た理 論 値 と良 く一致 してい る., この こ とか ら､ 相 関 項 は 単 に時間 のス

ケ ー ル を 変 え るだ けで､･他 の 性 質 に彰 苛 を与 えな い もの と考 え られ る｡

(3 ･6 )式 を 使 う と､ (3 ･3 )式 は次 の よ うにな る :

幸 幸 幸 t卓

(x -α ) 孟 h (n･Ⅹ)･ 2 h (n･x)- -W (n ･ .･x)×n

* * * *
X h (n+ 1,Ⅹ)-W (∩- 1,x)h (∩ - 1,Ⅹ)+ 【W (∩,x)+

◆

* *
+W (∩,Ⅹ)】 h (∩,Ⅹ) (3 I14)
◆

■■rl
こ こ でー α -α / α､であ る｡ い ま､ nか ら (∩+1)に遷 移 す るセ ルの正味

n ∩
■■Li;

の 割 合 j (∩,∩+ 1)を 次 の よ うに導 入 す る｡

専 Q 寺 手

j (-I,n H )≡ Jo｡x 【W (n･x)ll (-1･X卜+
幸 手

- W (n+ 1,Ⅹ)h (n + 1,Ⅹ)】 (3 ･15)

*

(3 ･14 )式 を xにつ い て 積 分 して､ (3 ･15)式 を 使 う と j (n･_∩+ 1)

につ い て の 瀬 化 式 を得 る｡ そ れ を解 くと

j*'n,n･ 1,- -.7=n.lf*(m,

*

を 得 る｡ こ こで､ f (∩)は 角数 分 布 で

･f 寺(∩ ,-∫.T d x h*(n･x,
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(3 ･16 )式か ら次の こ とが 分か る｡ 角数 分布の 法 れ は一一大 きい角数か ら小

さい角欺一ゐ方 卑- 起 こ りこ_その法泉 は/小さい角 数の方- 行 く程 大 き くな る｡ こ

の法 れの 涌 き出しは各 nで あ りー 吸 い込･み は n=3で あ る｡

i * .
(3 ･14)式 か ら､ h (n ,A)を解 くため にはー 遷 移 確 奉 W 二(∩,X-)ゐ形を

与 えな ければ な らな い｡ こ､れ は現 在進 rJ巾 で あ る｡
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