
｢進化の力学への場の理論的アプローチ｣

非平衡統計演算子の一般論

-Kirkwoodの時間平均操作の有効性-

阪大 ･工 一 柳 正 和

§1. 統計力学の基本的問題

統計力学は,微視的階層での完全な知識からある粗いまとめ方で整理することを一つの本質

としているが,微視的力学の他に統計性の介入を重要な基礎概念としている｡どのようなまと

め方をするかは,物理的視点の定め方によるので,いくつかの粗さの段階が存在する｡この点

は,すでに常識となっているので今更何か論ずべきことも残されていないように思えるかも知

れない｡だが,paradoxofirreversibilityが残っているO[注]筆者tも 複数の階層の存在に

前提された一つの試論をここで展開してみたい｡

BoltzmannのH定理については:,ZermeloとLoschmidtがH函数の単調減少性は力学法

則 と矛盾するとの異論を唱えたことは有名なことである｡Loschmidtの反論は,時間反転に

対する力学法則の対称性に依拠したものであった｡ある運動の途中で粒子の速度の大きさを変

えないで方向だけを反転させれば,粒子はもと来た軌道を逆にたどることになるので,もし粒

子の分布函数が速度の偶函数であるとすると速度の反転 した運動に対するH函数の変動はもと

の運動に対するものとは逆にならざるを得ず,H函数の単調性は成 り立たないというのである｡

この批判に対するBoltzmann の回答が molecularchaosの仮定の導入ということであった｡

この仮定は,Burbury (1894年,Nature)によって示されたように,時間反転についての

不変性をもっていない｡この事こそが,統計性の介入ということであり,統計集団を特徴づけ

る不可欠の要素なのである｡

H定理証明に用いられたBoltzmann方程式は, 1粒子分布函数による多粒子系の記述であ

って,力学的運動方程式 (例 :Liouville-YonNeumann方程式 )の階層から粗視化の手続き

[注] このparadoxについては,先回の研究会での′川島氏の報告に新しい論点が示されている㌘そこ

には, ｢･･･不可逆性の起源も,一方的に系の外に求めるべきではなく,実は,対象系も環境も含めた自然

そのものの内に元 内々在していたものという■ことになりそうである｡もしそうならば,tt時間の矢"は最

初から自然自身の中で決定されていたはず･･･｣とある｡更に進めて, ｢･･･tt時間の矢の謎Mに答えること

ではなく,tt時間の欠けを前提しそれに沿うてのBeingsの生成を辿ること,即ち≪どういう運動の中か

ら,どんな構造がどのように形成されるか≫という移行のメカニズムの解明を通じて,tt可逆的Beings

の生成の秘密にこそ迫るものだ｣とある｡
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を経て得られたものである｡このような粗視化の概念の重要さが指摘されてすでに久しい｡

｢古典力学であれ,量子力学であれ,ミクロの段階の力学法則を根底として,どういう視角か

らの粗視化が可能か,その視角の中での次々の粗視的段階での物理法則がどういう形をとるカe)J

このことを明らかにすることは,統計力学の基本的な課題なのである｡この課題は,次のよう

な基本的問題を含んでいる :

(1)Gibbs統計集団の物理的意味は何か｡また,これを非平衡統計力学5年まで一般化すること

はできるか (非平衡統計演算子の一般論 )0

(2)粗視化の各階層での物理法則の不可逆性をミクローの力学の可逆性といかに関連づけるか｡

従って,ここでの問題は,力学の法則に従 うとされる系の性質が,なぜ統計集団の性質によっ

て表現できるのだろうかということでもあり,統計力学の建設過程で多くの人々によって考え

られてきた種類のものである｡[注]

§2.Kjrkwood .の時間平均操作法の問題点

先ず～Kirkwoodの方法5)とはどのようなものか,その大筋のみ述べる｡

彼(1946年 )は,観測の理論の見地からすれば,巨視的物理量とレ.､うものは, 7時間 (微視

的には"長い"が巨視的には "短い"時間 )に亘っての平均値であるとし,次のように定義し

た :

･Qlt;丁],-÷iTdsJd,Q(,)f(,,i+S) (1)

但し,I'は位相点であり,∫(Il,i)はN体分布函数であって微視的力学方程式 (Liouville方

程式 )に従 う｡

£f(,,i)･i-ff(I.,i)-0･
egは Liouville演算子である.定義 (1)から,粗視化された分布函数 f(T,i)紘

(2)

[注コ Gibbsのアンサンブル理論は,agedsystem の統計集団に拡張された(Onsager.1931年)0

非平衡系のアンサンブル理論として種々のものが提案されてきたが,ここでは,Cox3)の構想に注目する｡

彼は,系の量子状態(i-1,2,･･･)に対して確率分布 fiを導入できるとし,fiは確率論的方程式に従う

とした｡従って彼の理論では,不可逆性は,その出発点において導入ずみなのである｡ここが,今日から

すれば不満な点ではあるが,線型応答理論が構築される段階(1956年頃)で,Coxのアイデアが役立った｡

特に,中嶋4)の分析は,非平衡系のアンサンブル理論を展開する上での多くのヒントを提供している｡
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了(F,i)-‡ iTdsf(,,汁 S)
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(3)

のように,floatingtime-averageとして導入される｡

この方法は,しかしながら重大な問題に直面した｡それは,次の2つに凝縮している｡第 1

紘,7(ll,i){が再びLiouville方程式に従うことであり, (2)式が可逆な方程式である限

り,粗視化された7(I.,i)もその可逆性を保存せざるを得ない｡第2に,粗視化した7(ll,

≠)の知識からもとの分布函数の全ての情報を復元することができる｡ このことは,次の方程

式が成 り立っことから簡単に示せる:

孟子(I,,i)-(i(I.･i+T)一昔(,,i))/T･ (4)

Kirkwoodの方法によっては,どこで情報の消失があったか不明なのでぁ̀る｡(3)式にもどっ

て,これを-般化して

盲(,;i)-tJ_ニdses'Tf(,,汁 S)

と定義しても事情は一向に変化しない｡この定義は,直ちに

fE(I.,i)-lim eJodseEsf(I.,i+S)
6→0 -00

(5)

(6)

を想起さすが,Kirkwoodの方法では, 7- - ととることは許されない点に注意しておく｡

従来,ここに指摘した ｢情報の復元可能性｣が,Kirkwoodの方法の一つの欠陥とされてき

たのだが,次節に示すように,復元自体も額面通りではなく,非平衡統計力学の手法として

Kirkwoodの方法を生かすことができる｡

§5.非平衡統計演算子

非平衡系の統計力学とは LN(Liouville-vonNeumann)方程式

£p(i)+ilH,p(i)]-0 (7)

の一般解を求めることであると一先ず定式化しておこう.p(i)は規格化された統計演算子

(Trβ(め-1)である｡定常解については,系がェルゴー ト的である限り,カノニカル分布が

一意的な解であるO

粗視化した統計演算子D(≠)を次のように定義する:
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･nD(i)-‡fTOdslnp(汁 S), (8)

但 し, Tは適当に問題に応 じて定めることとしておくO重要な点は,このD(i)もLN方程式に

従 うということである｡すなわち,

£lnD(i)･ilH,1nD(i)]-0 (7,)

である｡粗視化する時間を [0,7]とするか [一 丁,0]とするかは, 因果律に係わる問題

でもある｡(8)式によれば,LN方程式の一つの解が得られると次々に新しい解を作ることが

できるのであるo粗視化する前の解も粗祝化した解も共にLN方程式の解であるというのは一

見不思議である｡どちらも可逆な方程式の解であるので,(8)式で導入した粗視化によっては,

不可逆性の発現する余地はなさそうに思える.だが,粗視化に伴って,次の事が見えてくる｡一

先ず,定義によって

£1nD(i)-iImp(iト lnp(i-T))/T

であるので,Kleinの不等式から

(9)

pp[t;弓-Trp(i)･£ lnD(i)-Trp(i)tlnp(i)-1np(卜 で))/T≧0, (10)

が得られるO 卵も ここでは便宜上の param eterである.P[i;T]は微視的なエントロピ

ー生成であることを以下で示す｡

ところで系の演算子の集合 tAj :j-0,1,-才を系の物理量の全ての線型結合を含む

lineaxclosureであるとすれば, p(i)もこれらの演算子を用いて表現することができる6.)

このことを利用して,最も詳細な情報の下での統計演算子 p(i)を

5(現 E

lnp (i)=-TPH~ j萱二｡A/ xj(i),(Ao…一とする )
(ll)

と書いて,これが (7)式の解 となる条件を求めてみようoxj(i)はc数であり,Aj(j-0,1,

- )は,ln,o(i)を表現するに必要な演算子であるがその数は有限とは限らないO-殻にA]･

の数は無限個であるだけでなく, (ll)式の表現も一意的とは限らない｡物理的考察に応 じて,

種々の組 (Ajiが必要になるO演算子の組 (Aj)に関してQj=,次の様なLie代数として扱い

得る:

[iH,Aj]-∑Akgkj,
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gkjは Lie代数の構造定数と呼ばれる定数であるo 更に,次のような量が常に存在するとするo

U(i,to)を時間発展演算子として

U(t,to)AjU*(i,to)-∑AkGkj(i,tO) (13)

gkjは ∂Gkj(i,tO)/atの i- ioでの値であるo

ここでの代数的構造は明らかにLN方程式に対する初期条件とは無関係に定まるものであり,

一度決めれば,同一の組 (項 を用いている限り,任意の初期条件のもとでの一般解を決めるo

換言すれば,時間平均操作によっては,代数的構造は変化しないのである｡

(12),(13)を用いると, LN方程式は

ij(i)-≡xk(i)gkj

と同等となり,この方程式の解は

xj(i)-∑G,-A(i,io)xk(to)

(14)

(15)

と書けるO ｢最も詳細な｣という意味は,演算子 Ajの数に等しいだけの初期条件 xk(to)が

与えられているという意味である｡

xj(i)がどんな物理量であるかは,形式的なエントロピー

S[p(i)]ニーTr,o(i)Imp(i)

に(ll)式を代入して

xj(i)-♂S[p(i)]/∂(Trp(i)AJ･)

(16)

(17)

となることに注意すれば, ｢熱力学的カ｣(単に形式としての )に該当する量であることが知

れる｡

次に, LN方程式の解 (ll)を(10)式に代入して

PPlt;T]ニー∑Trp(i)Aj‡xj(i)-Xj(i-I))/I

-∑(Aaj(i)/Ai)･xj(i)≧0

が得られる｡但 し,

Aaj(i)/Ai…Trp(i)tU(i--,i)AjU*(i-T,i)-Aji/T
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は,粗視的な流束である｡ (19)式において, 7-+0とする事は許されない｡ この点こそは,

casimir7)がOnsagerの統計熱学に対して指摘した事情と軌を一にするものである｡ (18)

式は,エントロピー生成と解したい不等式であるが,理論が熱力学であることをまだ示してい

ない｡

次に,前節に述べた情報の復元について再論する｡(9)式より

X東
Imp(i)-E.T妥InD(汁 nT) (20)

が得られる.これは形式的な意味では,D(i)の情報を用いてp(i)の情報を復元したことになる

が, (20)式は情報復元には無限先の未来の情報を必要としている｡ すなわち,実現可能な復

元を意味せず, (20)式を有限和で置き換えれば,その時点で情報の消失が伴うことにならざ

るを得ない｡また (8)式で,Kirkwoodの定義にもどって粗視化領域を[0,7]に変更すれば,

(20)式の代 りに,D(i)の無限の過去の情報まで含めてp(i)の情報が復元されるという結論を

得ることができる｡こうした議論から得られる自然な結論は, (20)式をもって ｢情報の復元｣

と見倣すのでなく,微視的階層の情報 (p(i))が,未来まで伝達される(記憶効果の別の表現)

と解することであろう｡因果律からすれば,粗視化の領域は[0,T]でなく[-I,0] でなけ

ればならない｡

§4.初期条件と租視化

LN方程式からBoltzmann方程式を導くことは,時空間的な粗視化に相当するいくつかの

仮定(BBGKY理論 )を置けば可能であるoBogoliubovはn(>1)体の分布函数 fn(i)は,

1粒子分布函数 fl(i)汎函数であって,時間変化は fl(i)の変化を通して起ると仮定した｡こ

の仮定払 十分遠い過去において,粒子間の相関を消去するという条件と同じであって,時間

反転について非対称 (因果的 )である｡粒子間の相関のない初期状態は,その後の殆んどの理

論で採用されることとなった｡しかしながら,任意の初期条件をとることにすれば,系のエン

トロピーは増大もするが減少することもあっても差支えないのではないだろうか｡弱い相関の

ある初期条件から出発すると,初期相関が減衰し去った後においてのみ,H定理が成 り立っと

する議論もある｡すなわち,nontrivalな初期相関が,力学的発展に伴って発生する系統的な

相関によって駆逐されてしまった段階で,H定理が成 り立っとするのである｡この事をKirk-

woodの方法を用いて再論するO筆者の主張を耳,Kirkwoodの方法は,初期時刻においてだけ

採用するという点である｡

因果律から,粗視化は(8)式で定義すべきであった｡特に初期値は
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･nD(t｡)-‡{:dsImp(t｡+S)

で与えられるとしなければならない｡任意時刻 までの値は

lnD(i)-ln‡U(i,t｡)I)(t｡)U*(i･,io))

で求められる｡ (ll)式を用いて

∫

1nD(to)=-βH-fEもA/Xj(to)･

xj(t｡)-‡ fTOdsxj(i.･S)Q
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(8り

(21)

(22)

(23)

ここで,粗視化の効果は, xk(i)の殆んどのものtま,卜 7,0]の間で時間平均操作すること

によって消去されるという具合に現れた｡すなわち

xj'to'*=0.','j',-fO'1''''f'=f'T') ‡ (24,

とすることができるo最も重要な点払 この操作によっても,演算子の組tAj)の代数的構造

は全く変化せず系の運動の様態のみが変るという点である｡今の例でFも (24)式が巨視的変

数 (及び,それに対応する演算子 )を決める条件式であり,LN方程式の巨視的初期条件を定

めている｡この視点からすると,どれだけの変数を用いて初期状態を設定するかということが,

Kirkwoodの時間平均操 作の一側面であることがわかる｡初期状態を熱平衡状態とする応答

理論の立場は,エルゴ- ト的な系では 7--とすることと同等なのである｡

(22)を(23)に代入すれば,

∫

1nD(i)=~PH-jEもAj●Xj(i)-'0(i)
(25)

を得るo 但 し, a'(i)はAj(i>f)による微視的励起の効果であるo LN方程式に代入
して,

o(t,-ji.I.tdsU(t,S,{[iH,A,･]･Xj(S,･Aj･*j(S,iU*(i,S) (26'

と書けることが示せるo珍(i)が現れた理由払 (Xj(i);j-0,1,･-,fiのみでは,運動方程
式が閉じないからである.珍(i)-0と近似すれば,局所平衡の仮定に該当する｡

特性時間丁の存在に前提された初期条件が (22)式で与えられることは, (24)式を満たす
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巨視変数のみで統計演算子が書かれるという点で,ここでの理論はGibbs集団の一般化にな

っている｡このような理論は,すでにRichardson8)が行っている(但し,古典系で)｡そ こ

では,priordistribution function という概念が展開されている｡

相対エントロピーの性質

S[D(i)lD(t｡)]-TrI)(i)tlnI)(i)-1nD(to)i≧0

を利用すれば,直ちに

′
∑k=0i.i

∫

dstJk(S)･Xk(S)+ak(S)･文k(S))≧∑ak(i)lXk(iトXk(t｡)]k=0
が得られる｡但し

･k(i)-TrD(i)Ak, Jk(i)-;A(i)

である｡一方,熱力学的な意味で,Gibbs-Duhem の関係式

′

∑ak(i)･SXk(i)-0k=0
が成 り立っておれば, (28)式において i- io+ di(At-+0)とおけば

′
PP[t.;弓-∑Jk(t｡)･Xk(t｡)≧Ok=0

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

であることが証明できる｡この結果は,(18)式と同じ構造のものであるが,熱力学的力が (31)

式では,粗祝化されている点と熱力学的流束が粗視化された平均値 ak(i)の時間微分になって

いる点が(18)式との違いである｡微視的段階での任意の初期条件,txノ(ま｡):ノ■-0,1,-辛

から出発しても,粗視化した統計演算子D(i)でみれば,系のエントロピーは少なくとも初期段

階では増大する｡任意の時刻 までのエントロ･ピー生成が正であることの証明には別の条件を附

加する必要があるようである90)

§5.多層的階層構造

初期条件を与えたとき,巨視系での不可逆過程の進行は,次の三つの段階に分けて扱われた

(Bogoliubovの発想 )｡すなわち,第 1段階は,初期混沌の過程であり,急激で極めて複雑

な変動 (殆んどの場合,外部パラメタ-を変化さす方法では制御不能 )が見られる段階である｡

微視的な初期条件のかなり多くの部分はこの段階で消失するとされる｡第2段階は,運動学的

過程で,比較的ゆるやかな変動モー ドに同期した過程が進行する｡第3段階が流体力学的過程
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であり,不可逆過程の熱力学の対象となるものである｡これら三つの代表的段階はChronolo-

gicalに出現するとされる｡

このように,巨視系での不可逆過程は,各段階を特徴づける時間によって分類することがで

きる｡前節までは,一個の特性時間Tの存在を措定してきたが,粗視化の操作は,次のように

位階的に導入できる:

･nDn'l)-tfTOndslnDn-1(i･s), (n-0,1,2,-) (32)

但し, Tn.1>Tn>To(一十0)とし,Do(i)- p(i)であるとする｡今までと同様にして,
i(n)

lnDn't)ニーPH-,!｡Aj･XJn''t''On't',

f(a)

on't)-ju.tdsU(i,S)([iH･Aj]･Xj'n''S)+A/ij'n''3'm*(i,S)
が導ける｡但し,

x,'･n'(to)-主 上TOdsXj'n~1)(to十両 0,j-0,1,-,a

=o j>f(a)

と置いた｡f(a)≦ f(n-1)であることは自明である｡

通常のようにエントロピーをI)n(i)で定義すれば

S(Dn(i))--TrI)n(i)lnI)n(i)≧ S(Dn-1(i))

(33)

(34)

(35)

(36)

が成 り立っ｡すなわち,粗視化することで,エシトロピーは増えており,位階的に情報の消失

を行っていることになる｡ また,エントロピ-生成は

ppn[i;Tn]-TrDn(i)諾 .nDn.1(i)20, (n≠0), (37)

となる｡すなわち,流束をCasimir7)の意味での時間微分によって定義すれば,エントロピー

生成は常に正である｡

統計演算子を(33)式の形で求めたこと株,次のような重要な内容を先どりしたものであるこ

とに注意しておく必要がある｡ (33)式を用いて流束

Jk(n)(i)…TrDn(i)liH,Ak], (k-0,1,-, /a)),
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を求め.ると,

f(a)

Jin)(i)-∑TrDn(i)[iAj,Ak]/Pj=O

I(n)

･j!.I.tdsTr帥 [U(i,S'{liH･Aj]･X,tn''3'+A;i,･'n''3'p*'t,3',Ak]′P
と書ける. ここでは恒等式 TreA+B〔A,C〕-TreA+B 〔C,B〕のみを用いた010)

今仮に,着目している階層(a)が丁度熱力学的であったとすると,演算子は互に平均的に可換

であるとすればその巨視性の表現となる:

TrDn(i)[Aj,Ak]=0

更に,Gibbs-Duhemの関係式

/(TL)

∑ TrDn(i)Aj･*](a)(i)-0
ノ=0

(39)

(40)

も成り立っていると考えてよい｡このこつの条件が満たされると,結局,

Jtn,(i,-jg話.ldsTrDn(S,lliH,A,･],U*(- ,A,･U(t,S,]･Xj(n,(S, (41)

が得られる｡ (41)式の右辺は非平衡状態での応答函数に他ならない｡この結果は,Kubo,

YokotaandNakajimall)の表式の一般化である｡

このように各階層において,エントロピーやエントロピー生成の値は異なる｡このことは大

変重要な点である｡ すなわち,ある階層からすれば,エントロピー的である芦ネルギーも,一

つ深い階層では,その一部は自由エネルギーになっている｡だから,このような機構が働けば,

例えば,熱運動に埋れていた熱的ゆらぎのエネルギーの一部をもより深い階層では有効な仕事

に変換でき得るはずなのである｡このように,多層的階層構造を考えることは,対象としてい

る階層のエントロピー自体が今まで以上に多様性を示したり,より豊富な内容を獲得するので

はないだろうか｡
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