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競合する相互作用と悪魔の階段

東北大･工 佐々木一夫

§1.はじめに

部分が全体と相似な形状をもつ､いわゆる自己相似な構造が自然界にあふれていること

を､近年になって我々が再認識するようになったのは HaJldelbrotの有名なエッセイ 111

によるところが大きい｡本稿でとりあげるr悪魔の階段 (devil'sstaircase)｣もそのよ

うな構造のひとつであり､ Mandelbrotの本にもその例が載っている｡彼は､この本の中

では悪魔の階段の明確な定義を与えていないけれども､ここでは次の定義を採用する｡関

数 f(x)の微係数 f'(x)が Xのある有限の区間 Ia,b】にわってゼロになるとき､ 関数

fのその部分をステップと呼ぶことにする｡関数 f(Ⅹ)がいたるところにステップを持ち､

任意の2つのステップのあいだに無数のステップが存在するとき､この関数は悪魔の階段

である｡有限の区間に無限個のステップがあるという事実は必ずしも悪魔の階段を意味し

ない (§4でその例をみる)ことを注意しておく｡

固体の中には､その固体を形成している結晶格子の周期とは異なる周期構造 (空間変調

構造)を示すものがある｡変調を受けるのは原子やイオンの変位であることもあるし､磁

気モーメントや電気分極の場合もある｡変調は空間の一方向に生ずることが多く､この方

向に垂直な平面での構造は一様である｡温度や圧力､磁場､電場などのパラメタを変える

と､格子の周期を好む相互作用と変調構造を好む相互作用とのあいだの競合に変化が生じ､

それにともなって変調波数も変化する｡いくつかの物質では悪魔の階段を思わせるような

非常に複雑な波数変化を示す｡たとえば希土類元素のエルビウムEr【21や強誘電体の BCCD

(BetaineCalciumClorideDihydrate,(CH3)3+NCH2COO~･CaC12･2H20)【31などがそうであ

る｡しかし､空間変調構造を示す現実の物質の変調波数のパラメタ依存性が悪魔の階段に

なっているかどうかという判定を下すのは容易ではない｡

そこで空間変調構造を示す簡単なモデルを導入して､変調波数はモデルに含まれるパラ

メタとともにどの様に変化するのか､そして変化の仕方が悪魔の階段になることがあり得

るのか､といった問題を調べることが意義を持つ｡いくつかのモデルでは確かに変調波数

のパラメタ依存性が悪魔の階段にな8.ということがこれまでに知られている｡このことを

次節で簡単に解説し､§4では FrenkeトKontorova型モデルにおける変調波数の変化につ
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いて新しく得られた知見を紹介する｡§3はそのための準備である｡

§2.これまでに知られていること

変調波数のパラメタ依存性が悪魔の階段になるということが厳密に証明されているモデ

ルがいくつかあるのでそれを紹介しよう｡いずれも絶対零度における古典1次元モデルの

基底状態に関する研究である｡

最初に紹介するのは Frenkel-Kontorova型モデルで､そのエネルギーは

E(‡uni)=∑nlV(un)+W(un-un-I)i

で与えられる｡ここで unは粒子の変位､

Ⅴ(u)=Ⅴ(u+1)

(1)

(2)

は周期ポテンシャル､W(y)は距離 yだけ放れた隣接粒子間の相互作用ポテンシャルであ

る｡W(y)が最小値をとる yの値をγとすると､Vの周期とγの億が異なるときには､こ

れら2つの長さの間に競合が起こり､基底状態の構造は一般に変調構造となる｡

Aubryは次の定理を証明した【41｡ モデル(1)において､関数 W(y)が下に凸 (convex)

であり､この関数が -〟yという項 (〟はパラメタ)を含んでいるときには､基底状態に

おける平均粒子間距離 u =くun-un-1〉を〟の関数としてプロットすると､ ほとんど

すべての有理数Uにおいてステップを持つ｡ しかも､u_はJLの連続関数である｡

W(y)が下に凸のときには､ 基底状憩における粒子の変位は周期が1の適当な周期関数

g(Ⅹ)=蛋(Ⅹ+1)と適当な定数αを用いて

un=un+α 十g(un+α) (3)

と表現できることが知られている【4】ので､ 平均粒子間距離Wは変調波数に他ならない｡

また､任意の2つの有理数の間には無数の有理数が存在するので､上の定理は変調波数の

パラメタJLへの依存性は悪魔の階段であることを言っている｡ この Aubryの定理は､隣

接粒子より遠くの粒子間に相互作用がある場合でも､相互作用ポテンシャルが適当なcon-

vexity条件を満たすときには適用できる｡
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(1)において

Ⅴ(u)=lK/(27t)2日1-cos(27tu)】

W(y)=(y-γ)2/2

とした場合に基底状態の変調波数Uを数値的に計算してパラメタγの関数としてプロット

したものである (K=1に固定)｡この W(y)は Aubryの定理が成立するための条件を満

たしている｡図には全てのステップが描かれているわけではないが､自己相似な構造を持

つ悪魔の階段の特徴がうかがえる｡ また､図2は二つのパラメタ Kとγを変えたときに

どんな変調相が現れるかを示す相図である【5】｡図中の数値はそれぞれの変調相の変調波
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数の億である｡図2には4つの整合相 (有理数の波数を持つ変調相)の相境界線しか描い

ていないけれども､この相図の ｢空白部分｣は無数の整合相および不整合相 (無理数の波

数を持つ変調相)の領域で埋め尽くされているはずである｡

一Aubryの定理は相互作用関数 W(y)が下に凸でない場合には適用できない｡-たとえば､

カイラルXYモデル

E((βni)=∑nlH(1-cosen)+1-cos(On-On-1-A)I (6)

はこの条件を満たさない.ここでOnはスピンの回転角､Hは外部磁場､Aはカイラリテ
ィ-を表すパラメタ｡外部磁場がないときには隣り合ったスピンの作る角度がAとなるよ

うな ｢らせん構造｣が基底状愚である｡磁場は全てのスピンをβ=0にそろえようとする

ので､カイラリティーをもつスピン間相互作用との間に競合が生じ､一般にらせんの平均

ピッチq=くOn-On-1〉 (0≦on-On-1く27E)がAや 0とは異なる変調構造が基
底状態になる｡un=On/27Eとおいて､(6)を(1)の形に書き換えると W(y)=1-cos(y-

A/27r)が得られ､ yの値によっては げ'(y)く0となるので､ このモデルにはAurbry

の定理が適用できないことがわかる｡

このモデルの(A,H)平面における相図を数値的に計算した結果【6】を図3に示す｡ 国中

の数値はそれぞれの相におけるらせんの平均ピッチを27Eで割った量U=q/27tを表してい

る｡弱磁場領域での相図の構造は､図2とほぼ同じであり(Hが Kに△/27Eがγに対応)､

0 0.I 0.2 0_3 0.4 0.5

△/27r
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Hを一定にしてUを△の関数としてプロットすると悪魔の階段が得られる｡ところが Hが

大きい領域では､図2にはみられないような構造が現れている｡ たとえば 2くfIく4･に

おいてu =0の強砿性相からu=1/2の反強磁性相への2次相転移が起こり､中間のWを

持つ相は現れない｡また､u=1/2の相とu=1/3の相との境界線上では1次相転移が起こ

り､やはり中間の甲を持つ相は現れない｡これらの相境界線を横切るとWの億は不連続に

ジャンプする｡ より詳細な相図の解析によると､図3でW:1/2とu:1/3とu=2/5の3

っの相が集まっ七いるように見える点の近傍には無数の相が存在するが､Uの変化の仕方

は悪魔の階段にはなっていない｡そのほかにも､この相図には興味深い構造がいたるとこ

ろにみられるが､詳しいことは原論文【61を参照していただきたい｡

このように､粒子間の相互作用ポテンシャルが下に凸でないときには､変調波数の変化

の仕方には様々なものがあることがわかる｡それではどのようなときに悪魔の階段が現れ

るのだろうか｡この疑問に対する一つの解答を次の2つの節で紹介したい｡その前に､悪

魔の階段が現れることが知られている他のモデルにも触れておく｡

BakとBruinsma【7】は長距離相互作用のある1次元イジング模型の基底状態における磁

化の磁場依存性を議論した｡系のエネルギーは

E(fS.I)=一軍HSi+∑∑J(i-j)SiSj, Si=±l
l i≠j

(7)

で与えられる｡彼らは､∫(∩)〉0 (反強磁性的)で､J(n)が J(∩+1)-2J(∩)+J(∩-1)

〉0 (下に凸)ならば磁化の故場依存性は悪魔の階段になることを証明した｡ (このモデ

ルでは､H〉0のとき下向きスピンはほぼ等間隔に並んでおり､下向きスピンの数とスピ

ンの総数との比はスピン配列の変調波数に等しい｡Hく0のときにはもちろん上向きスピ

ンと下向きスピンの役割が入れかわる｡) 石村【8]は､rを 0くrく1なる定数として

J(∩)≡∫(-∩)≡rn (∩〉0)という特別な場合について､詳しい解析を行った｡実は､こ

の石村のモデルは､基底状態の性質に関する限り､Frenke1-Kontorova型モデル(1)のうち

Aubryが研究した､解けるモデルと等価であることが証明できる 【9,101｡

有限温度における3次元系の変調構造を記述するモデルとして､ ANNNIモデル (Axial

Next-Nearest-Neighborlsingモデルの略であり､ Axialのかわりに Anisotropicが使

われることもある)と呼ばれる有名なモデルがある｡このモデルの相図については多くの

研究があり､現実の系への応用も議論されている(詳しくは､最近のレビュー[11]参照)｡
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分子場近似で得られるANNNIモデルの相図は､ 多くの点で図3に示したカイラルXYモデル

の相図に類似している (もちろん異なる点も多い)｡

§3.整合欠陥

これからは議論の対象を1次元Frenkel-Kontorova型モデル(1)の基底状態に限ることに

する｡前節で述べたように､粒子間の相互作用W(y)が適当な条件を満たすときにはAubry

の定理が適用できて､変調波数のパラメタ依存性が悪魔の階段になることがわか?ている｡
この条件が満足されないときには変調波数の変化の仕方を記述する一般的な法則は知られ

ていない｡ここでは考察の対象を､狭い範囲の適当なパラメタ領域に限って､その範囲で

変調波数の変化が悪魔の階段になるのはどういう条件が満たされるときか､という間街へ

の解答を探る｡

パラメタの値を少し変えるとある整合相が不安定になり､別の変調相が出現するような､

そういうパラメタ領域を考える｡さらに､この変調相の構造が､いま着目している整合相

の中に(以下で定義する)整合欠陥が規則正しく並んだものと見なすことができるとしよ

う｡ これは Fisherと Szpilka112】が想定した状況と同じであり､ 彼らが説明してい

るように､このような状況は決して特殊なものではない｡たとえば､図2と図3に示した

例でいうと､我々はこれらの相図の一部分の性質を調べることになるのだが､ここに現れ

るほとんどの整合相の相境界線の近傍では上に述べた状況が実現している｡以下で説明す

るように､問題の範囲をこのように限定すると､変調波数の変化について云々することは､

整合欠陥の数密度の変化を議論することに帰着する｡

整合欠陥 (他に disc伽ImenSuration,domainwall,defect,solitonなど様々な名称

で呼ばれる)について説明しよう｡例を示しなが ら説明するのがわかりやすい｡図4aに

は欠陥のない整合相の例が模式的に描いてあり､bにはこの整合相に欠陥がひとつ (第 5

番目の粒子と第 6の粒子の中間に欠陥の中心がある)入った横を示 してある｡このような

欠陥が 2つ (それぞれの中心が粒子5-6と粒子12-13の中間にある)並んだ状態を表したの1

が図4Cである｡

一般の整合相における整合欠陥とは次の性質をもった粒子配列tuDnⅠのことである:基準

になる整合相の粒子配列をIu砂｡Ⅰとして､
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r

uDn - u8n as n一十 一∞ ,

uDn･ヰ u8n_r + s as n一 十∞ .
(8)

ここで rと Sは適当な整数｡図4の例では､r=2,S=1になっている｡ 一方､整合
相tuBnlというのは､すべての整数 nに対して､関係

u8n.Q =u8.I+P (9)

が成り立つような整数 P,と Qが存在する構造のことである｡この関係を満足する正で最

小の整数 Qを整合相の ｢周期｣と呼ぶ｡図4の例では P=2,Q=5である｡いま rと
Sが(9)を満たすならば､ mを任意の整数として r'=r+mQ,S'=S十mPで与えられ
る整数 r'とS'も(9)を満たす｡このことは図4をみて容易に確かめられよう｡

整合欠陥が複数個存在するとき､隣り合う欠陥の間の ｢距離｣を､2つの欠陥の間.にあ

る粒子の数として定義すると都合がよい｡図4Cの例では､2つの欠陥の距離は7である｡

(a)

(b)

(C)

1 2 3 4 5 678 9 10 l l 12 13 14 15 16 1 7 18 19 20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ll12 13 14 1 5 16 1 7 18 19 20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ll 12 1 3 1 4 15 1617 18 19

図4
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このような定義によると､ 欠陥問の距離Dは整合相の周期 Qの整数倍ずつしか変化しな

い｡たとえば､図4Cの右側の欠陥を右方に移動させるためには粒子15を左隣りの谷に拷

し､新たに力の釣合が成立するように粒子の位置を決めればよい｡この操作によって右側

の欠陥の中心は粒子17-18の中間に移動し､2つの欠陥間の距離はq=5だけ増えて12に
なる｡欠陥間の距灘が了と12のあいだの億を持つ粒子配列はあり得ないのである｡このよ

うに､隣り合う欠陥の距献Rは非負の隻数 pを用いて

12=R Min +pQ (ノ10)

と表せることがわかる｡ここで DMin は欠陥間の最小距離であり､図4の例では 仝 nin

=7｡
さて､整合相の中に整合欠陥が規則正しくくほぼ等間隔に)並んでできる変調相では､

整合欠陥の数密度甲は変調波数に密接に関係している｡実際､整合欠陥密度甲と前節で導

入した平均粒子間距離Uとの間には

u - wB=(S-u宙r)甲 (ll)

という関係が成り立ち､ W(y)が下に凸の場合にはUは変調波数にはかならなかった｡こ

こでuO=P/Qは着目している整合相での平均粒子間距離､Sとrは整合欠陥の定義(8)

に現れる整数である｡Aubryの定理が適用できる場合は甲のパラメタ依存性は悪魔の階段

になる｡ 次節では､ Aubryの前題条件が満たされない場合も含めて､ 一般の Frenke1-

KmtOrOVa型モデル(1)における整合欠陥密度甲のパラメタ依存性について調べる｡

§4. 悪魔の階段が現れる条件

モデルに含まれるあるパラメタ〟を増加したときに､ある整合相における整合欠陥の生

成エネルギー EDがiL=ILOで正から負に変わるとしよう｡JL〉JL8では､この整合相は安

定な基底状琴としては存在し得ず､整合欠陥が適当に並んだ構造の変調相が出現する｡我

我は､IL≡JL8の近傍での変調相の変化の様子に興味がある｡このパラメタ舘域では､p

を適当にスケールすることによって､EDを

ED=P8-P
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と表すこ七ができる｡どのような変調構造が基底状態になるか､それは整合欠陥どうしの

相互作用によって決まる｡相互作用エネルギーもパラメタに依存するけれども､JL=LP8

近傍の相変化を調べるためには､fL=PBにおける相互作用エネルギ-の表式を使えば十

分である｡

図5に整合欠陥が (左から)9I,92,...の間隔で並んだ構造の変調相を模式的に示す｡

この図で白丸は整合欠陥を､直線は整合相の構造をもつ領域を表す｡この変調相のエネル

ギーは､整合相のエネルギーを基準にして測ると

E = ∑i【ED+ U2(D i) + U3(i卜,9 i.1) + ･･･] 3日)

と書ける【121｡ ここで UN(Dl,92,･･･,RN-I)-は連続して並ぶN個の欠陥の問に働く

N体の相互作用エネルギーである｡金糸の粒子数を Lとすると

L=∑ iRi (14)

が成り立っ｡与えられたパラメタ億に対して基底状態を求めるという問題は､条件(14)の

下で E/L(L-ナ∞)を最小にする仝iの組を探すという問題に帰着する｡

- R i一 寸ー Di.I -ナ
図5

Fisherと Szpilkal127は (～+1)体の相互作用はN体相互作用に比べて小さいと仮定し

て､まず3体以上の相互作用項を無視したときにどんな変調相が出現するかを明らかにし

た｡次に3体､4体､ ･･･の項を順に加えてゆき､相互作用ポテンシャルの性質によっ

てどのような変調相が現れるかを系統的に調べた｡このような方法を使って､整合欠陥の

数密度甲の変化が悪魔の階段になるのはどういうときか､という問いに答えるためには､

近似のレベルを無限に高めなければならない｡

筆者は､FrenkeトKontorova型モデル(1)の任意の整合相における整合欠陥の多体相互作

用を与える公式を､欠陥の間隔が大きい場合について導いた｡この公式とFisher-Szpilka

の3体近似までの埋論と組み合わせることにより､悪魔の階段が現れる条件を明らかにす

ることができる｡N体相互作用の公式は次の通り:

uN(91,92,･･･,史N-I)空abか2̂ ~pl~P2~･･･-P"--I (N≧ 2). (1･5)
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ここで a,b,Aは実定数 (IAI)1)｡右辺の整数 piは左辺のRiと(10)の関係で結ば

れている｡この公式に対する補正項は､主要項に比べてオーダーA~Pの程度 (指数関数的

に小さい)である｡定数 a,b,Aの値は､整合相における粒子の配列Iuonlと整合欠陥を

ひとつだけ含む状態での配列IuDniがわかれば計算できる｡

ILー=JLB近傍のパラメタ領域において次の条件が満たされるときに､整合欠陥密度での

変化が悪魔の階段になることが判明した｡ (i)2体相互作用U2(9)が有限のすべての可能

なiH=対して U2(9)〉0であること､ そして(ii)公式(15)に現れる定数 bが正である

こと｡第-の条件は a〉-0かつA〉0を意味するが､逆は正しくない｡ というのは(15)

はDの値が小さいときには使えないから｡整合相はちょうど〟 =JL｡で不安定になり､JL

〉JLOで甲の値は悪魔の階段状に増加する｡その様子を図6aに横式的に示す｡

上述の条件のうち第-は成り立つが､第2の条件が満たされない場合､すなわちU2(9)

〉8で bく0のとき､整合相はJL=JLBで不安定になり､FL 〉 p8で整合欠陥の密度では

図6bのように増加する｡それぞれのステップは､整合欠陥が等間隔に並んだ構造の変調

相に対応している｡欠陥の間隔が虫であるような変調相を記号lD]で表すことにする｡図

6bにおいて整合欠陥密度ワ =1/Dをもつ[9]相のステップの左隣りのステップは ヮ =

1/(9+Q)のlD+Ql相に対応しており､途中のヮの値をもつステップは存在しない｡ 従

って､この場合にはJL=JL8の点に向かって､無数のステップが集積しているけれども､

図6bは悪魔の階段ではない｡lD]相のステップのp方向の長さAJL(9)は近似的に

Ap(A)とa(史/也)(1-A-1)2A~P'l (16)

で与えられる｡9の値が大きくなる (甲の億が小さくなる)に従ってステップの幅は指数

関数的に小さくなる｡

2体相互作用がある有限な距離で負になるような場合､すなわち

仙inU2(9)=U2(Dn)く0
9

が成り立っときには､整合欠陥の生成エネルギーがゼロになる少し手前のパラメタ値

JJとjLB+U2(DM)く〟8

(17)

(18)

で整合相から変調相川M】への一次相転移が起こ_る｡ したがって､このときの整合欠陥密

度の変化は図6Cのようになる｡
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前節第2段落で述べたような前歴条件が成り立っている場合には､上に示した3つのタ

イプの階段が､Frenkel-Kontorova型モデルの整合欠陥密度のパラメタ依存性のすべての

可能性を尽くしている｡ここで注意しておかなければならないのは､我々は非常にせまい

パラメタ領域 (ある整合相が不安定になるパラメタ値の近傍)だけを考えているというこ

とである｡パラメタの広い範囲にわたって変調波数の変化を調べてみると､ある領域では

悪魔の階段になっており､ほかの領域では図6bやCのようになっているということもあ

り得るのである｡

§5.おわりに

空間変調構造を記述する簡単な1次元モデルが示す変調波数の変化の様子に関しては､

いろいろなことが分かってきた｡こうした研究で得られた知識が､より複雑な現実の物質

で観測される現象を理解するのに役立っことを期待する｡

筆者は､Carnegie-Mellon大学の R.ら.Griffiths教授及びその共同研究者たちとの議

論を通じて､ここで取り上げた問題やそれに関連した閉居について多くのことを学んだ｡

ここに感謝の気持ちを表します｡
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