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太田隆夫

§ 1. は じめ に

一 次 相 転 移 の統 計 動 力学 につ いて お話 す る 1)･2)･3)o 二 相共 存 系 の ダ イナ ミク

スで は､ 二 相 を分 け る境 界 (界 面 と呼 ぶ) の運 動 が 時 間発 展 の本 質 で あ る｡ この

考 え方 は､ 古 くはBurtonら七 よ らて結 晶成 長 に使 わ れ 4㌧ また､ 相 分 離 の問 題 で

は､ Lifshitz5)､ cahn6)､ Ⅹavasaki7〉らに よ って発 展 させ られ て きた. 更 に､ ご

く最 近 で は､ も っ とひ ろ く非平 衡 開 放 系 のパ タ ー ン形 成 に も適 用 され つ つ あ る8)

.9)
0

講 義 で は､ 主 と して 界 面 ダ イ ナ ミクスの理 論 とそ の応 用 18)･1日 につ いて述 べ る｡

な お､ この講義 は､ イ リノ イ大 学､ 都立 大 学､ お茶 の水 大 学 で の (集 中 )講 義 を

一 部 分 下 じきに して い る｡

§ 2. 秩 序 変 数 とモ デ ル

§.2- 1 非 保 存 系

合金 の よ うに A - B両 原 子 か らな る二 成 分 系 を取 りあ げ よ う (図 .1)0

一 次 元 の格 子上 に A､ B両 原 子 が あ り､ そ の間 の相 互 作 用 は

A-B 間 は 引力 (短 距 離 力)

A-A

B - B

間 は共 に大 き さの等 しい 斥 力

(短 距 離 力 )

とす る｡ 簡 単 の た め に一 次 元 で話 をす るが実 際 に は何 次 元 で もよい｡

(a)

(b)

(C)

A B

反 位 相 墳 界

-0-｡一十 ｡-HL o1 - 0- .十 一

図.1: 2成分合金の原子配列. (a)高温､ (b)(C)低温
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｢軍転移の動力学｣

十分 高 温 で は､ 熱 運 動 に起 因 す.る乱 れが､ 引 力相 互 作 用 の効 果 よ り強 くて､ 配

列 が 図 .卜aのよ うに乱 雑 に な る｡ 一 万1 十 分低 温 で はJ 相 互 作 用 の効 果 に よ り､

す ぐ隣 に 自分 と異 な る原 子 が くるよ うにな る｡_.従 って原 子 の入 れ替 わ りが起 こ り､

図.1-aの高 温 の配 列 は上 の図.1-bの様 にな って くるで あ ろ う. しか し､ b図 で は完

全 に規 則 的 には並 ん で お らず､ 同種 原子 が 隣合 った所 が あ る (反 位 相境 界)｡ こ

こで は他 の場所 に比 べ て エ ネル ギー が高 くな って い る｡ 最 終 の平 衡 状 態 で は､ 更

に入 れ替 え が起 こ り､ 黒 一 白 一黒 - 白の図 .卜 Cのよ うな配 列 とな るだ ろ う.

これ はお そ ら く相 転 移 の動 力 学 の もっ と も簡 単 な例 で あ る｡ 合金 の温 度 を十 分

高 温 か ら急 激 に下 げた と き､ 上 記 a- b- C の移 りか わ りが､ どの位 の時 間 で ど

う変 化 して い くか､ そ の ダ イナ ミク スが 問 題 とな る｡ b図 の よ うな位相 が逆 転 し

て い る現 象 は ant卜phasedomain (反位相 領 域 ) と云 わ れ強誘 電 体 で も現 れ る も

の で あ る｡

まず､ この よ うな現 象 を記述 す る運動 方 程式 を立 て る こ とを考 え る｡ この現 象

の定式 化 の為 に は異 な る状 態 を 区別 す る必 要 が あ る｡ 一 つ は高 温 で の無 秩序 状 態

で あ る｡ 他 方 十分 低 温 で の秩 序 状一態 で は､ 図.トbで の dーOmainboundaryを境 に し

て右左 が異 な る とい う事 情 を適 切 に取 り込 まな けれ ば な らない｡ 即 ち､ 秩 序 状 態

と して二 種 類存 在 す る｡ 考 えて い る この例 で は､ 相 互 作 用 に関 す る仮定 に よ り､

左 右両 側 は 同等 で あ り どち らが よ りー起 こ り易 い と云 う こ とはな い｡ 秩序 度 を表 す

量 を S(秩 序変 数 ) と し､ 無 秩 序 度 状態 の値 を零 と定 義 す る｡ 十分 低 温 にな る と､

この S- 0 の無 秩 序 状 態 が不 安 定 にな り､ 右 側 あ るい は左側 の状 態 に移 行 す る｡

そ れ を それ ぞれ ± 1 と しよ う｡ す な わ ち

(無秩 序 状 態 :高 温 )

(秩序 状 態 :低 温 )

この定 義 は､ 完 全 な無秩 序 か 完 全 な秩 序 状思 しか表 して いな いが､ 現 実 に は そ

の 中間 の状 態 もあ り､ 理 論 的 に も Slを連 続 変数 と した方 が取 り扱 い が便 利 で あ る.

そ のた め系 を粗 視 化 す る｡ 即 ち､ 秩 序度 を適 当 な大 き さの領 域 で平 均 化 す る｡ こ

こで､ どの程度 の領 域 にわ た って平 均化 す べ きか が 問題 とな るが､ それ は後 に ま

わ す事 に し､ 例 え ば､ 10格 子 程 度 で平 均 化 す る と各 場 所 の秩 序 状 態 に応 じて Sは

- 1か ら+ 1の間 の値 を とる よ うに な る｡

次 に この平 均 と して の秩 序 度 S (工,t)が時 間 と共 に ど う変 わ るか を考 え よ う〇

十 分 高 温 で は無 秩 序 状 態 (S- b) が安 定 で あ り､ 又､ 相 互作 用 につ い て の仮 定
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か ら､ S(r,t)の時 間 的 な変化 の割 合 は S>0及 び 白く Oで等 しい はず で あ る～

(A, B両 原子 に つ~い て対 称 )｡ 即 ち ∂ S(工,t)/∂tは Sにつ い て負 の勾 配 を

もち､ 図.2-bの様 にな って い る｡ 従 って､ S(r.~t)の時 間 的変 化 は次 式 で表 さ れ る｡′ヽ′

∂S(∫,t)′ヽヽ

- - (係数 ) X s(工.t) (十 分 高 温 で Sが小 の 時 )

図 2 - b

･∂t

図･2:秩序変数の時間変化 (高温)

一 万､ 十分 低 温 で は S- 0は不 安 定 で S- ± 1が安 定 点 で あ る (図 .3-a)｡ この

条 件 を満 た す典 型 的 な例 と して次式 が あ る (図 .3-b)

∂S(工,t)

∂ t

国 .3-a

S- S3

∫t
↑ ′.

′一~一- ､ ′
一′寺 - ､一一_ノ↓-

図.3:秩序変数 の時間変イヒ(低温) S- 1と- 1とが同等であるとき

(b)の斜線部の正負両領域の面積が等 しい (Maxyellの面積則)

(右 辺 は実 際 に は上 の条 件 を満 たす 関数 で あれ ば どん な もので も良 い)0

しか し､ 上 式 は現 実 の魂 象 を適 切 に記述 して い る もの とは考 え られ な い｡ この式

に よれ ば Sの正負 に元 じて､ 各 点 がす べ て + 1､~あ るい は - 1にまで達 し(図 .3-
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｢相転移の動力学｣

a)､ そ れ以 上 は動 か な くな る｡ これ は空 間 の各 点 が独 立 に上 式 で支 配 され て い る

た め で あ る｡ 図 .トaの よ うな配 置 を考 え る と､ 原子 が入 れ替 わ る こ とに よ り中 間

の領 域 (S-1) が な くな り､ 全 体 が S--1とな った 方 が ェ ネル ギ ー 的 に得 で

あ る｡ これ は "空 間 的 に非 - 様 な もの は一 様 に な る傾 向 が あ る''と云 う こ とを意

味 して お り､ この こ とを最 も簡 単 に表 す に は拡 散 項 が上 式 に付 け加 わ れ ば よ い

(図.4-b)｡ これ らの条 件 を満 足 す るモデ ル は次 式 の よ うにな る｡

∂S (ェ,t)

∂t
- 8 2∇ 2S-(,L･ t)･+S (ム ー) - S 3 (i, t) (1)

こ こで 8は長 さの次 元 を もつ定 数 で あ る. ここで は､ 一 般 の次 元 を考 え空 間微 分

を ラプ ラ シア ンと した｡

図 4- a

港 子 モ デ ル

･一帥 一一｡宣 品 →ゼ寓 -O-･叶l
t I

図 4- b

連 続 体 モ デ ル

S I I

(- r l至

U ー し ゝ
I

図.4:界面の移動. (a)離散的モデル､ (ら)連続体 モデル

非 常 に簡 単 な方 程 式 で あ るが､ (1)は非 保存 系 の相 転 移 の dynamics の本 質 を内

蔵 して い る｡ 以下 で そ れ を見 て い こ う｡ まず､ 1次 元 の場 合 の この方 程 式 の定 常

解 を調 べ る｡

∂S (Ⅹ,'t)

∂ t

0 か ら S-±1な る一 様解 の他 に

次 式 を満 た す非一 様 解 が存 在 す る ;
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d2S

82 --S+S3

d x2

S 2 S 4

- (- - - )

∂ S 2 4 0

(2)

この非 一 様 解 に対 す る方 程 式 (2)で Sを変 位､ Xを 時 間 と見 な せ ば､ これ は

S 2 S 4

potential V (S) - (-
2

で あ る (図 .5)0

このanalogyか ら容 易 に わ か る様 に

S--1か ら非 常 に ゆ っ く りは な れ

S-0を最 大 速 度 で 通 過 し､ 又､ ゆ

っ く り･と S- +1に近 づ く解 が 存 在

す る｡ この解 は具 体 的 に-は

Ⅹ
S (Ⅹ ) -tanh(- )

V手8

と求 ま る (図 .6) 0

く3)は二 つ の領 域 くS-士､1) と

そ の境 界 で の Sの 空 間 変 化 を あ ら

わ して い る｡ ま た パ ラ メ ー タ βは

境 界 の 厚 さ を表 わ して い る こ とが

分 か る｡ 先 に述 べ た 粗 祝 化 の 大 き

さ に関 す る制 振 が こ こか ら出 て く

る｡ 境 界 付 近 で も S (Ⅹ) は十 分 .

滑 らか で な けれ ば な らず､ 前 述 の

) の と き の質 点 の力学 の運 動 方 程 式 と同 等

図.5:ポテ ンシヰル

S 一
一 J

Jf- 1 JJ
J J
f

ド -1 l-､

図.6:キ ンク解

(3)

粗 視 化 に お け る "適 当 な大 き さ の

領 域 ''は､ 実 際 の 現 象 に お け る境 界 の厚 さ 8よ り小 さ くな けれ ば な らな い は ず で

あ る ;
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｢相転移の動力学｣

境 界 (界 面 ) の厚 さ (8)′ > 粗 視化 の適 当 な サ イ ズ > 格 子 間 隔 ｡

この条 件 は 8が格 子 間 隔 よ り十 分 長 い､ 例 えば境 界 の変 化-が 10- 20原 子 にわ た

って い れ ば満 た され よ う｡ く上 の偏 微分 方 程 式 に よ って､ 現象 が記 述 され るの は

この様 な場 合 で あ る｡ )

§.2- 2 キ ンク一反 キ ンク相 互 作 用

次 に時 間 的 な変 化 を考 え る (1次 元 の場 合 )

∂S = 8 2 三_竺

∂t ∂ x 2

+ S- S3 (1)

実 際 の現 象 が時 間 と共 に一 様解 に近 づ くよ うに､ キ ンク 一反 キ ンク相互 作 用 が 引

力 で あ るItい う-こ とが我 々 の扱 って い る偏 微 分 方程 式 (1) か ′ら出 て来 るか ど う

か を調 べ よ う｡ た だ し系 は無 限 に広 が って い る とす る｡

具 体 的 に は次 の よ うな問題 を考 え る｡ 高 温 の無秩 序 相 にあ る系 を転 移 温度 以 下

に急 冷 す る な らば､ 秩 序度 はまず 秩 序状 態 S-±1に向 か って そ の振 幅 を増 や す

で あ ろ う｡ 急 冷後 あ る程度 時 間 が た って図 .1の よ うにな った場 合 を考 え る｡ これ

以 後 の時 間 発展 は もっぱ らキ ンク ･反 キ ンクの位 置 X iの移 動 で起 こる｡

X iの従 う運 動 方 程 式

●

X i- f (Ⅹ l･ ･ ･ Ⅹ ;･ ･ ･)

を求 め よ う. 以 下 で は平 均 間隔 Z が 界面 の厚 さ 8よ り十分 大 きい

8 < < Z

(2)

と して 問題 を定 式 化 す る｡ こ う して は じめ て キ ンク ･反 キ ンクの "界面 の位 置 ''

SIh ∩ . ､

･-i xt'-. 文,' Xi- L j E,'｡ '{

図.1: ドメイン配列
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を あ い ま い さな･Lに定 義 で きる. Z～ 8とな る と問題 は極 めて難 し くな る.-_

以 下 の議 論 はⅩuramotoに よ る 12)｡ 簡単 の た め に､ キ ンク と反 キ ンクの一 つ の

pairだ けが あ る場 合 を考 え よ う (図.2)｡ この場 合､ キ ンクーだ けの解~に､ --1

ず ら した反 キ ンクだ け の解 を加 え る と大 体 pairを あ らわす S (X,t) にな る｡ そ

して､ Ⅹ ･,近 傍 の S(I,t) を見 る と､ それ はキ ンクが 1個 だ け あ る場 合 に非常 に

近 いO つ ま り､ X iの近 傍 で は S(X,t) は キ ン ク 1個 の解 M (Ⅹ-Ⅹ.･) と小 さな補

正 項 b (X,t) と に分 けて書 くこ とが で き る｡

図･2‥キ ンク一反 キ ンク pairの S(I,t) (キンク解+反キ ンク解)

S (X, t) - M∴(Ⅹ - Ⅹ ; ( t) ) +b (X, t)

Ⅹ - Ⅹ

M (x - x i) - tanh(
VT a

(3) 式 を (1) 式 に代 入 して blCつ いて 1次 まで とれ ば､ キ ンク解 は

82M''+M -M 3- 0を満 たす か ら次式 を得 る ;

. ∂M ∂b
- Ⅹ ; +

∂Ⅹ ∂ t

〔82二三 1 . (1- 3M2)･〕 b (Ⅹ, .)

∂x 2

- L b (X, t)

(3)

く4)

(5)

(5) 式 か らX iに対 す る (2) 式 の型 の方 程 式 を導 く事 が 目的 で あ るが､ そ の前

に線 形 演 算 子 Lの 固有 値 と固有 関数 につ い て簡 単 に述 べ て お こ う｡ この 問題 は ポ

テ ン シ ャル Ⅴ (Ⅹ) ニ ー(1-3M2) の時 の量 子 力学 の 固有 値 問題 と同等 で あ るか ら
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｢相転移の動力学｣

(6)

(図 .3)､ その解 は容 易 に想 像 で き.る｡

-2:- Xi ､.

ニ ー U ′`

L ¢n(Ⅹ )

テ ン シ ャル

卜 8 2ヱ｣ _ (1_ 3M 2 ) ] ¢n(n) = En¢n(Ⅹ )

∂x2

E n> E8- 0 (n ≠ 0)
少｡(±-) - 0

方 程 式 (1) は並 進 対 称 性 を持 って い るか ら､ Lの 固有 関数 と して キ ンクの並進

運 動 を表 す 関数 が あ り､ そ の固有値 は零 で あ るo つ ま りキ ンクが △ Ⅹ i だ け の微

少 量 動 いた場 合 は

M (Ⅹ - X i- △ X i) 望 M (Ⅹ - Ⅹ i) - △ X i A M (Ⅹ - X i)
∂Ⅹ

で あ るか ら､ 固有 値 0の固有 関 数 ¢ 匂(x)(Schrodinger方 程 式 (6)の基底 状 態 ) は

¢8(Ⅹ ) = ｣L M (Ⅹ - X i (t) )

∂Ⅹ

(7)

で あ る. この事 は (7)式 を (6) 式ーの左 辺 に代 入 して直 接 計算 す る と

LM ' - [82M " + M -M 3] ' とな り､ 確 か に LM ' -0で あ る事 か ら分 か るO

大 事 な こ とは b (x,t) に並-進 モー ドQl8- M ' が 含 まれ て は な らな い こ とで あ

る｡~なーぜ な ら X i(t) を導 入 した ので キ ンクの並進 運 動 は M (Ⅹ-Xi(t)) に既 に含

まれ て い るか らで あ る｡ また､ E｡> 0のモ ー ドは短 時 間 で減 衰 して しま うか ら､

考 え る必 要 が な い｡ 図 .2で既 に b(X,t) は反 キ ンク~に よ る と して
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b (x, t) - - 1+tanh(
Ⅹ い1 (t) - X

仔 8
(8)

と した ので あ るが､ この b くX,t) は上 で述 べ た性 質 を持 って い る｡ この

b(X,t) は ¢8 とは ま った く違 う し (図 .2)､ また､ lxJ-00 で 0に な る関数

で ほ表 す事 がで きな い｡

さて､ (5) 式 か ら､ X jに対 す る方 程 式 を求 め よ う*). x ;.1- Ⅹ ;> > 8の場

合 を考 え て､ Ⅹ .r< < Xc< < Ⅹ い 1 で あ る よ うな適 当 な ⅩCを とる｡ そ して , (5)

式 の両 辺 にM'を か けて､ -00 < x < Ⅹ C の領 域 (図.4)で積 分 す るO

左 辺 の 2項 目は無 視 で きて

左 辺 - 弓 :Ⅹ (M ･ (Ⅹ - Ⅹ i, ) 2 0
leo

- 万､ 右辺 は部 分 積 分 を行 うと簡 単 に計 算 で き る ;

右 辺 - X M ' (Ⅹ - x i) 〔- L b (Ⅹ, t) 〕

62M ' b' -62M" b 〔- LM ' 〕b ｡ (9)

こ こで LM'-0 で あ るか ら､ 3項 目は 0で あ る｡ 1項 目 と 2項 目はM',

M '', b, b' の Ⅹ ニ ー- とX cで の値 だ けか ら計 算 で き る. x ニ ー- で の値 は

0で あ る｡ Ⅹ - X cで は

､txl･+II
ムヒヾ -正F'x････サ ･一 ･一 一･一

図.4:M' とbの概形

*) 講 義 で不 正 確 な言 い方 を した のを岡本 氏 が訂 正 して下 さ った｡ (太 田記 )
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M ' 空
2 √訂

exp (_一 旦 (Ⅹ - Ⅹ ;))
8

b 竺 - 2exp ト -VT (Ⅹ .･.11 Ⅹ))
8

と近 似 で きるか ら､ これ らを使 って く9) 式 を計算 す る と､ 1項 目 と 2項 目は同

じで､ 結 局

･ √三｢
q x i- 1 6exp ( - (X i- X i.I) i

8

こ こで

g ≡

_/≡
Ⅹ(M ' ) 2 ≡

2 √す

3 8 0

(1 0)

同 じ事 を反 キ ンク に対 して行 うと

･ √㌻
X i･1= - 1 6exp t- (X i- Ⅹ い l)) とな りお互 い 引 き合 うこ とが分 か る｡

8

即 ち､ 偏 微 分 方程 式 (1) か ら キ ンク一反 キ ンク相 互 作 用 が 引力 で あ る事 が 出 て

きた わ けで あ る く図.5及 び､ §.2- 1の 図.4)0

5(X.I)

⇒ 阜

図.5:キ ンク一反キ ンク相互作用は引力

図 ･1の よ うに､ キ ンク と反 キ ンクが並 ん で い るよ うな場 合 を考 え る と

√㌻
g 去 ･.= 1 6ex｡ {正 (Xi_XH ,} _ 1 6ex｡ {_ (xー 1_Xi,)
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左 辺 が 時 間 の一 階 微 分 で あ るの は､ (1) 式 が一階 微 分 (散 逸 系 ;時 間 反 転 に 関 し

て対 称 で な い) で あ った か らで あ る｡ 右 辺 は expon′ential相 互 作 用 で あ るか ら､

キ ンク 一反 キ ンク間距 離 が例 え ば X i.1- X i～ 108 くらい な ら､ め ち ゃ くち ゃ小

さ く､ Ⅹ ;と Ⅹ j.1はな か な か近 よ って いか ない. あ る程 度 近 よ って来 る と､ 急 に

引 き合 う力 は強 くな って 急 接 近 す る｡ そ の あ と実 際 の現 象 で は キ ンク ･反 キ ンク

が対 消 滅 す るで あ ろ うが､ (ll)式 で は消 滅 まで は記 述 で きな い｡ そ の効 果 は手

で入 れ る以 外 にな い｡

この節 で は､ § 3以 降 - の導 入 部 と して､ 1次 元 非保 存 系 を例 に と って基 本 的

な考 え方 を説 明 して きた｡ 1次 元 系 は現 実 性 が な い と思 わ れ るか も しれ な いが､

そ うで はな い｡ 例 え ば､ 面 内 が 強 い ferroの相 互作 用 で面 間 が弱 い amtiferro

の相 互 作 用 を もつ層 状 磁 性 体 の面 間 の ス ピンが秩 序 化 す る プ ロセ 不 は､ 1次元 系

と考 え て よ くこの節 の話 と関 係 が あ る と考 え られ て い る｡

最 近､ 数 学者 が (ll)式 の導 出 に興 味 を もち､ (1)式 よ り一 般 的 な偏 微 分方 程

式 (散 逸 系 ) で も っ と きちん と した取 り扱 い を や って い る (Carr,Spiegelプ レプ

リン ト及 び文 献 (3))0

§.2- 3 保 存 系

まず `̀保 存 系 一非 保 存 系 ''につ い て述 べ て お こ う｡ 系 の境 界 で物 質 の 出入 りが

な く､ S(£,t) の全 系 にわ た る積 分 Jd rS(工,t) が 時 間 に依 らな い と き､ こ

れ を保 存 量､ 時 間 に依 る と き非 保 存 量 と云 う｡

今 まで扱 って きた偏 微 分 方 程 式 (§.2- 1(1)式 )で あ らわ され る系 は､ 1つ の

domainが時 間 と共 に小 さ くな る こ とが 出 来 (∫dェ､Sく王,t)- 小 )､ 非 保 存 系 で

あ る. 保 存 系 で､ 1つ の domain しか な い場 合 を考 え る と､ 界面 で の エネル ギー

的 な不 利 を解 消 す るた め本 来 は動 きた いの だ が､ この保 存､別 に よ る拘 束 の た め動

くこ とが 出 来 な い. しか し domainが複 数 個 あ れ ば､ 一 方 の domainの減 少 分 を

他 の donainの増 加 に よ り相 殺 す る_ことに よ っIT､ 保 存 則 を破 る事 な く動 く こ と

が 可 能 で あ る. この場 合､ 一 つ の_界 面 の位 置 と他 の もの との相 関 が 問題 に な り問

題 は大 変 難 しくな る｡

さて､ 保 存 系 の例 を A - B両 原子 か らな る 2成 分 合金 系 で説 明 しよ う｡ A､ B

原 子 間 の相 互作 用 は､

A - B 間 は斥 力 (短 距 離 力 )

: : 冒
間 は引力 ( ') )
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一山 (a)

一一0--0- 0- 0- 0--●- ●- ●- ●- -.ト ⊥ (b)

図.1:2成分合金の原子配列. (a)高温､ (b)低温

とす る. 十 分高 温 で は図.1(a) の様 に乱 雑 に な って お り､ 一 方 十 分 低 温 で は隣

に同種 の原 子 が来 た方 が ェ ネル ギー が下 が るか ら図 .1(b) の様 に な る｡ 高 温

か ら急 冷 して､ 十 分 低 温 に もって い った と き起 こる図 .1 (a) か ら ぐb) へ の時

間 発 展 を記 述 しよ うと思 え ば､ A原 子 の局 所 濃 度 C(∫,t) を秩 序 変 数 に取 れ ば よへヽ

いo こ こで C (工,t) は §･1- 1と同様 に適 当 な大 き さの領域 で平 均 化 した もの

で あ る｡ 系 内で反 応 が起 こ って お らず､ か つ系 の境 界 で 物 質 の 出入 りが な い と

d
す れ ば､ 粒 子 数 保 存 か ら､-

d t
程 式 に依 って も記 述 で きる :

aC (i, t)
+▽ ･⊥=0

才t

⊥ は濃 度 の流 れ で あ って

ふニ ー L▽ 〟 o

∫dェ C (ェ, t) - O o 同 じ内 容 は連続 の方

(1)

こ こで 〟は chemicalpotential､ Lは mobility で あ る｡ mobility Lは一 般 に

C に依 存 して お り､ この事 が決 定 的 に重 要 にな る問 題 もあ る｡ 系 が平 衡状 態 に あ

る と きに は chemicalpotentia-1の勾配 は な く流 れ⊥ は零 で あ るo 平 衡 状 態 か ら

ず れ る と⊥ が生 ず るo 濃 度 の汎 関 数 と して の 自由 エ ネ ル ギー F 〔C〕 が あ る とす

る と､ 平 衡 状態 は F[C] の汎 関 数 微分

∂ F
-(状 態 方程 式 )

∂ C (r)′ヽ■ヽ′ヽ

で 決 ま るo 外 部 か ら仮 想 的 に chemicalpotential LLexを

∂ F
･与 え る と

∂ C (∫)ノヽ′ヽ′ヽ
jLex､ 即 ち系 が平 衡 か らず れ て い る と 6F/ 6 C
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が driv阜ngforもeとな り流 れ ふ (-i-,t) が生 じる｡

∂ F
上､(JL, t) - - L (C)'▽

(2) 式 を (1) 式 に代 入 す る と

∂ C (ふ, t)

∂ t

6 C (.i, t)

∂F
iV･LV-

∂C

0
(2)

(3)

で あ るか ら､ 濃 度 に関 す る汎 関 数 F[C] を与 えれ ば モ デルが決 ま､る こ とに な る｡

保 存 系 の典型 で あ るA-B二 成 分 合金 系 で､ Aと Bが対 称 な場 合 (i.e.相 互 作

用 が等 しい) を考 え る｡ 十 分 低 温 で は､ 一 番安 定 な状 態 は A ば か りの領 域 と Bば

か りの領 域 に分 離 した 状 態 で あ る｡ つ ま り､ C (∫) を空 間 の各 点 で の A の濃 度 と

す る と図 .2の様 に な って い る｡ C-0と 1の状 態 は いず れ かが よ り起 こ り易 い と

云 うこ とは な い｡ この よ うに最 低 状 態 が二 重 縮 退 して い る と云 うこ とを考 慮 す る

と､ 自由 エ ネル ギ ー F と して は系 が一 様 にな ろ う とす る効 果 (▽ C)2の項 を含

め て

1
ど [C] -∫dJL 〔- く▽ C)2+W (C) 〕

2
(4)

を得 る｡ W (C) と して は､ 例 え ば図 .3の よ うな もの を考 え る｡ この F を C で汎

関 数 微 分 を と り

∂C (ふ, t)

at

- ▽･L▽ 〔-▽ 2C- f (C)〕

図.2:キ ンク.解

(5)

C)＼ I
lI
Il

図.3:一様状態の自由エネルギー密度 W (C)
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dW
但 し､ f (C)三一-

d C
C (1- C) (C-a)

今 の場 合 は a-1/ 2で あ る｡

こ こで輸 送 係数 Lを局 所 濃度 C

の関 数 と して扱 って い る理 由 を述

べ て お こ う｡ 状 況 を明 確 にす るた

め に 2次 元 の場 合 を考 え る｡ 図 .4

の よ うに ほ とん ど Bの領 域 に A の

B -

④ A

｢相転移の動力学｣

(6)

図.4:易動度 の説明のための図

み か らな る小 さな ク ラ スターが あ

る場 合 を考 え る (図.4)｡ この と

き離 散 的 モ デルで考 え れ ば､ 保 存 系 の場 合 小 さな A - ク ラ スター か ら原 子 が飛 び

出 し大 きな A - ク ラス ター に移 る こ とが 出 来 るよ うに思 わ れ る｡ しか しなが ら､

A - B両 原 子 間 の相 互 作 用 が斥 力 で あ り､ 且 つ小 さな A - ク ラ スター の回 りはす

べ て B原子 で あ るた め､ この よ うな移動 の過 程 は エ ネル ギ ー的 に極 めて高 い状 態

を通 らね ば な らず 現 実 に は ほ とん ど起 こ り得 な いo これ は dynamicalな効 果 で あ

り､ 偏 微分 方程 式 で記 述 され る連 続 体 モ デ ルで この効 果 を取 り入 れ よ う とす る と､

元 来 staticな量 で あ る FlC] を通 して取 り込 む こ とは で きず､ 原子 のみか らな

る領域 で は mobilityが極 めて小 さい とい う形 で､ 即 ち mobility Lの C一依 存

性 と して取 り込 む はか な い ので あ る｡ この よ うな振 舞 い を示 す 例 と して は高 分 子

の二 成 分 系 が あ る. 以 前 よ り､ 連 続 体近 似 に基 づ く mobility一 定 の モ デ ル と格

子 系 で 考 え た 2TDIsingmodelの シ ミュ レ- シ ョンの結 果 との不 一致 が問題･祝 さ

れ て い た｡ 即 ち､ 小 さな ク ラス ター Aの変 化 は ほ とん ど起 こ らず､ せ いぜ い大 き

な ク ラ スター の境 界上 で A原 子 の よ り安 定 な位 置 - の移 動 が起 こる程 度 で あ る｡

以 上 の効 果 はA-B二 成 分 系 の discreteness と dynamicsに 由∴来 す る とい え る｡

Lの関 数 形 の例 と して は

L-C (1-C)

が考 え られ るO 即 ち､ C- 1､ C-0 で は mobility は殆 どな く､ C-1/2､

つ ま りA-Bの境 界 の所 で mobilityが有 限 の値 を持 ち､ 界面 に沿 って拡 散 が 出

来 る とい う効 果 を取 り込 む こ とが で きる｡ 以 上 の議 論 は Cの平 均 値 が 1/2,つ ま

りA - B同 体積 で あ る必 要 はな い と云 うこ とを云 って お こ う. 即 ち､ A - B体 積

比 を決 め る ことは ダ イ ナ ミク ス と して は初 期条 件 を決 め るこ とで あ り､ 体 積 比 は

以 後 の 時刻 にお い て変 化 せ ず (保 存 系)､ ダ イ ナ ミク ス を支配 す る式 (5)の構 造
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か ら C の平 均 値 が な ん で あ ろ う

と同等 に使 え る こ とが 分 か る｡

現 象 と して は秩 序 変 数 が 非 保

存 量 と保 存 量 の両 方 を 含 む場 合 も

あ る｡ 例 え ば､ §.2- 1の 2成

分 合 金 系 で A原 子 数 と B原 子 数 と

の比 率 が 1: 1か らず れ た 場 合､

即 ち A l-xBl.xで Ⅹ≠ 0の場 合 で

あ る｡ この場 合､ §.2- 1図.1C

の様 に A､ B原 子 が 交 互 に競 則

正 し く並 ぼ うと して も B原 子 が 余

って しま う｡ 余 分 な＼原 子 は どの あ

た りを うろ うろ して い るか とい う

事 が 問 題 に な る｡ 実 験 例 を見 て

み よ う (図.5)(4)｡ ant卜

(
U
.
)
a

J
n

t｡
L

a
d

E
a

ト

20 22 24 26 28

AI(Qt'/.)

図.5:秩序変数が保存量 と非保存量 の両方 を

含む場合の実験例

phase domain で 数 が うま く合 わ

な い余 分 な atom は anti-phasedomain boumdary の所 へ た ま る｡ この様 な実 験

を モ デ ル化 しよ う とす る と､ 一 つ は余分 に た ま って い る濃 度 が保 存 され る とい う

こ と と､ も う一 つ は anti-phasedomain が あ る とい う こ と'を考 慮 す る､ つ ま り

濃 度 C(r.t) と非 保 存 量 の秩 序 変 数 Sー(∫,t) とが couple した モ デ ル を作 る こ

とが必 要 で あ る. そ の 為 に , domain bouhdary の所 に余 分 な原 子 が 存 在 しや す い

と い う こ とを エ ネ ル ギ ー 的 に考 え･る と､ S が ゼ ロに近 い と ころで Cが 大 き くな る

と い うモ デ ルを考 えれ ば良 い｡ 時 間 と と もに boundary の太 さ は増 しそ の数 は減

るだ ろ う. この よ うな 系 の ダ イ ナ ミクスの理 論 は あ ま りや られ て い な いO 合 金 系

に 限 らず色 々 な系 で方 程 式 を立 て る と ころ か ら考 え て い くと面 白い と思 う｡

§ 3. 界 面 の運 動

§.3- 1 非 保 存 系

非 保 存 系 の界 面 の ダ イ ナ ミック ス を考 え よ う (d-2 or 3)｡ 方 程 式 と して

は次 の もの を解 け ば良 い｡

8 2▽ 2S+f (S), f (S) --S (1- S) (S- a) (1)
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準 備 と して まず､ 一 次 元 の場 合 を考 え よ うo こ こで は､ 秩 序変 数 Sの一 様 定 常 解

を o or+1と して考 え る｡ Spin系 との,対 応 を図.1に示 す｡ aく1/2 な らば

S-1と S-0の境 界 は右 へ動 こ う とす るで あ ろ う (1が 0よ り優 勢 )｡ Sと し

て は この境 界 の運 動 を表 す

S- Sp)(x - c t) (2)

の型 の解 が あ る と予 想 され る (こ こで C は速度 )､ S8(Z) の歯数 形 を決 め る方

程 式 は､ (2) を (1) に代 入 して

82sn -cs'+
dW ( S 8 )

d S 8

f (S) -
dW( S 8 )

dS 也

(3)

C-O､ a-1_/ 2の と き上式 は §.2- 1で解 いた方 程 式 で あ る｡ §.2- 1と

同様 に力学 との analogyを用 い れ ば､ 速 度 C を摩 擦 係 数 と考 え る こと によ り､

図 .2の ポ テ ンシャル の下 で摩 擦 力 を受 け る質点 の力 学 の 問題 と同等 で あ る｡

a≠ 1/ 2とい う こ と は､ -Wの二 つ山 の高 さが異 な る こ とを意 味 して い る (f

で云 え は a≠ 1/ 2の為 正 負両 領 域 の面 積 が等 し くな い｡ 隻.2- 1図 .5参 照 )0

S=1 S=0

･図.1:界面 の移動
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この場 合 S-1か ら出 発 して､ 適 当 な C (摩 擦 ) の値 で､ S-0で ち ょ うど静 止

す る解 が あ り得 るで あ ろ う｡ 具 体 的 には次 の様 に求 ま る ;

l
S8くZ)ニー ( 1 - tank (

2

VT

2
8 (1-2a)

(4)

(5)

a< 1/ 2の時 は､ C> 0 (S- 1が 0よ り優 勢 )､ a- 1/ 2で は界 面 は静止

して い る. 二､ 三 次 元 の場 合 に もこの一 次 元 の結 果 は役 に立 っ.

次 に二､ 三 次 元 の場 合 を考 え よ う｡

図.3の よ うに S-1の球 状 の領 域 が

S- 0の領 域 に囲 まれ て い る とす.る｡

0< a< 1/ 2で は S- 1の領 域 が

増 え よ うとす るが､ 一 方 エ ネル ギー

的 に は表 面 積 を小 さ くす る こ とに依

って 土 ネル~ギー を下 げ よ う とい う力

が働 く. 球 の半 径 Rが 十 分 大 き早 と

き 1次 元 の場 合 と同 じ関 数 形 を っか って

0

図.3:球状の ドメイン

S (ェ, t) - S匂(r- R (t) )

と して よ い ･く補正 項 は､ 0[β/ R]の微小 量 で 無 視 で き る)｡ そ の と き､ 球 座 標

で運 動 方 程 式 は

d - 1
-Rs8' - 82(s也" + S8') +f(S8)

とな る. dは空 間 の次 元 で あ る. こ こで SB' は r望 R (t) で の み値 を もち

6関 数 的 セ あ る こ とか ら､ 右 辺 の -rは界面 の位 置 R (t) で近似 で き る｡

. d - 1
- (R+ 8ヲ) S8' - 82S8''+f (Sa)

R

(3) と (6) を比 較 して 次式 を得 る ;
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- ---- ----- 8･2+ C (a)

R 0

｢相転移の動力学｣

く7)

罪 -項_は表 面 エ ネ ル ギ ー に よ り領 域 1が広 が るの を抑 え よ うとす る力 で あ り､ 第

二 項 は領 域 1が広 が ろ うとす るt力で あ るo つ ま り､ (7) 式 の右 辺 は図 .4の よ うた

な り､ R< Rcな らば､ R- 0へ 向 か い､ R>Rcな らば成長 す る｡ (7)式 は､

domain が で き-る こ とによLって バ ル クの 自由 エ ネル ギ ーが さが り､ 一 方 界面 エ ネ ル

ギ ー に よ り自由 エ ネル ギ ー の増 分 が あ る とい う式

4
A G - - LL- 2TR3+4wR空g

3

g ･ 表 面 エ ネル ギ -

か らR~C を求 め るの と同等 で あ る｡

- 次 元 (d- 1) で は当然 R c- 0で あ る｡ 高 次 元 で 且 つ a< 1/ 2 で考 え

る と､ 非 常 に大 きな-Rの時 しか成 長 が進 まない. 従 ってト Ra- 0 (8) の無 視

した項 は実 質 的 に は効 いて こな い｡ また界面 間 の相 互 作 用 項 は きわ め て小 さい の

で 二 次 元以 上 で は無 視 で き る｡

中第 - 項 が 零 とな るた め､

§.2- 2で 議 論 した短 距離 相

互 作 用 が重 要 とな る｡

最 後 に非 保存 系 の特 徴 と して､

そ の界 面 の運 動 は各 点 に於 け る

平 均 曲率 (d-1)/Rで決 って し

ま い他 の点 の影 響 は受 けな い､

つ ま り "各 点 が独 立 " で あ る と

い うこ とを指摘 して お こ う､｡

しか し一 次 元 (也-1) の場 合､ (7) 式 の右 辺

RC(cL) ー →

図.4:球状の ドメインの成長速度

§.3 - 2 保 存 系

保 存 系 で 界面 の方 程 式 が ど うな るか を考 え る｡ 以 下､ 3次 元 の場 合 を扱 う｡ 一

番 簡 単 な モ デル と して､ §.2--3 (5);式 で L-const. の場 合 を考 え よ う｡

∂C (ェ､, t)

∂t
-L▽ 2 〔-▽ 2-C-C + C3〕
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一 様 定 常 解 は C-±1で あ る.

§.1- 3で述 べ た よ うに､ 保 存 系

の 時 間 発 展 を み る と き C- +1の

domainを最 低 2個 は考 え る こ とが

必 要 で あ る｡ そ して､ C-+1の

domain の全 体 積 が保 存 す る とい う

拘 束条 件 を考慮 しな けれ ば な らな い｡

今､ C--1の領 域 内 に C-+1

の domainsが あ る場 合 を考 え る

申-..め,

図.1:複数個の球状の ドメイン

(図.1)｡ 何 故 そ の よ うな状 態 が 出

来 るか は問 題 にせ ず､ 初 期 条件 と してそ の よ うな状 態 が与 え られ て い る と しよ うo

各 domainの重 心 X iは固定 して い る とす るO この と き各 domainの半 径 R i(t)

の時 間 的変 化 は ど うな るだ ろ うか｡ 非保 存 系 との違 い は ▽ 2 が 1つ よ けい にあ

る点 で あ る｡ これ は §.2- 3で述 べ た よ うに連続 の式 に あ らわ れ る流 れ j が 〟

の勾 配 に比 例 す る とい うこ とに よ る｡ 非 保 存 系 との対 応 を明確 にす るた め (1)

式 の ラプ ラ シア ン▽ 2 を消 去 して積 分形 に書 き換 え よ う｡ そ のた め次 の

G reen関数 を導 入 す る ;

-▽ 2G (ェ, エ ') - 6 (ェ ーエ ' ) o

す る と (1) はつ ぎの よ うにな る

∫dL､' G (ふ, JL')
∂C (ふ ', t)

∂ t

L (▽ 2C+C-C3) + め (ェノ ー)

(2)

(3)

¢ (i' t) は ▽ 2¢ (ェ) -0を満 たす 積 分 定 数 で あ り､ 保 存 系 の拘 束条 件 を

満 たす よ うに決 め る｡ 今考 え て い るの は界面 の動 きに よ る C (r,t) の時 間 変 化

で あ る｡ これ を界 面 の profileを考 慮 して

C (r, t) -c l (r1- Rl (t) ) +C2 (r2- R2 ( t)I-) (4一)′ヽヽ～

+･･･

ri- Jェ一五日

とす る. 8< < R の と きは前 節 と同 様 に C iは一次 元 的 な定 常 解 で 近 似 して よ̀ い
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(図.2) :

d 2c i

di i2
+ c i- c i3-0 0

そ の と き (3) 式 の右 辺 は‥i番 目の球 の近 傍 で

2 2
右 辺- L - C i･ + ¢ (,i, t ) Jf L - C j･+¢ (,i , t ) ( 5 )

r; Ri

こ こで 高 次 項 は無 視 で き､ 又 c i' は ri- R iで デ ル タ関 数 的 で あ る こ とを用 い た｡

まず､ 半 径 が Rlと R2の二 つ の球 の場 合 を考 え よ う｡ この と き

∂ _C (.L , t)

∂ _t
-RIC l' JR2C2'

で あ るか ら､ (3) 式 は 1番 目 の球 の近 傍 で次 の よ うに な る｡

- ∫dエ ' G (ェ, エ') 〔R ICl' (ェ')+R2C2' (,L')〕

2
-L- C了 (JL) +¢ (ふ, t)

R l

Ci(ト Ri)

図.2: (皮)キ ンク解
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図 3-b

図.3:電位の計算のための図

こ こで C l' は今 着 目 して い る一 番 目の球 の表 面上 の 位 置 で の み､ C2' は 2番 目

の球 の表 面 上 の位 置 で の み ゼ ロで な い｡ (6) 式 に非 局 所 性 が あ らわ れ て い る こ

とを注 意 して お く｡

以 下 の計 算 は静 電 気 学 の場 合 と同等 で あ る｡ (6) 式 の両辺 に着 目 して い る 1

番 目の球 の Cl'(∫) を か け､ 更 にそ の法 線 方 向 につ いて積 分 す る｡ この時､
●

Cl' (r) が デ ル タ関 数 的 で あ る こ とか ら左辺 第 1項 は表 面 Rlに電 荷 密 度ーRlが あ

る時 の表 面 Rl上 の点 rで の静電 ポ テ ン シ ャル の計 算 と同等 で あ る (図 3-a)｡ 即

ち､

∫ d n C'(ェ )∫ d r'G (ェ, ～ ～r')R IC'(r●)

4 ,TR 12良, -A IR .

●

4方 Rl 0
(6)

一 方､ 第 2項 は Rl､ R2< < J且 1一 旦 2 [とす れ ば, 近 似 的 に且 2に電 荷

4 7TR22良2が あ り､ それ が Ⅹ 1につ くる静 電 ポ テ ン シ ャル と同 じで (図 3-b)

4 ,TR22良2 R22良 2
0

4 7Tl且1-ゑ21 1友 1一 旦 2 1

以 上 の考 案 は､ 多 くの domainが あ る場 合 に も一 般 化 で き､ 結 局､ 次 式 を

得 る7)･15)

- R iR i- ∑

j≠ i

R j2良 ｣

LK i-Kj

l
Lx 2 g- - め ( t )

Ri
(7)

=iこ:▼:

こ こで α… J d 孤 (C' ) 2(界 面 エ ネル ギー) で あ り､ 歩 くt) は系 が閉 じて い

る と き保 存 系 の拘 束 条 件
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(8)

よ り決 ま る｡ 左辺 第 二 項 は diffusion current に よ る球 間 の interaction を表

して お り､ これ が R iの時 間変 化 に影 響 を与 え る. A(7) 式 を用 いて ､ 球 の成長 ･

消 滅 の統 計 方学 を貴 際 に きちん と実 行 した例 は､ Tokuyama の体 積 比 展 開 の理 論

16)以 外 存 在 しな い｡

以 下 で は (7) 式 の左 辺 第 2項 を無視 し得 る場 合 を考 え よ う｡ 即 ち､

良･.-
L ･2g

R i

1
(-- + h ( t) )

R ;

h(t) は保 存 系 や条 件 (8) か ら決 -ま る ;

O-∑R i2良;-2 L q 〔- E l+ h (t) ∑ R i] .
1 1 1

よ って h･(t) - ∑ 1/ ∑R ;- 1/ < R> とな り次 式 を得 るo

l 1

R i

1
(-- +

R i

1

< R >

(9)

(10)

この結 果 を非保 存 系 の場 合 と比 較 して み よ う (§.3-1(7)式 )｡ 差 異 と して は､

まず く10)式 に は factor と して の 1/R 1. の存 在 が あ るが､ これ は保 存 系 で

あ る こ と (▽ 2の存 在 ) に よ る｡ 2番 目 に､ (10) 式 に よれ ば､ あ る時刻 に

お いて平 均 よ り小 さな domain は消 え そ の分大 き くな る donain が 存 在 す るが､

次 の時 刻 で は平 均 値 が 増 加 す るた め よ り小 さな dom~ain は消失 しな けれ ばな らな

いo これ は保存 系 に お け る特有 の現 象 を表 して い るo_以 上 の議 論 はす べ て 出発 の

偏 微 分 方 程 式 (1) よ り帰 結 して い る とい う点 を強 調 した い｡ 核 生 成 ･成 長 の通

常 の理 論 で 町 拡 散 方 程 式 + 界 面 で の境 界条 件 汁と して熱 力学 的関 係 を使 うので

あ るか､ そ ん な こ とを しな くて も方 程式 (1) か らす べ て がで て くる こ とは注 目

して よ い｡
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S 4. 核 生 成 ･成 長 一非 保存 系 一

図 .1の様 な現 象 を扱 うの で あ るが､ 今 か ら考 え るモ デ ルで は､ 種 類 の異 な る秩

序神 が 成 長 して ぶ つ か った と き､ そ の境 界 は動 か な い とす る｡ さ らに次 の仮 定 を

お く:

A. 界 面 の速 度 が 一 定 (Rc- 0を前 提 )

B. 核 生 成 率 Ⅰ(t) (単 位 時 間､ 単 位 体積 に成 長 で きる核 が 出 来 る個 数 ) 紘

時 間一空 間的 に ポ ア ッソ ン過 程 で あ る｡ domain の種 類 は い くつ あっ て も

よ い｡

‥

⑳
-

⑳

◎

⑳

◎ 血 ._

図.1:核生成 と成長の実験例.無秩序相 (準安定)･に4種類の

秩序相が生成 して くる. 界面 は等速度で成長す る [OHP]

こ こで 紹 介 す る理 論 は Ⅹolnogorov,AvraTni,Sekimoto17㌦ S.ohta18) らに よ る.

簡 単 の た め Ⅰ(t) = 一 定 , 且 つ球 形 の domain の場 合 に話 を 限 るO そ して p種 類

の互 い に独 立 な秩 序 相 が 出来 る場 合 を考 え よ う｡

刻 tに お け る秩 序 相 の どれ か 1つ の体積 比 ¢ (t) を求 め よ う｡ 図 を か く都 合上

p -1 と し一 次 元 空 間 で考 え る｡ この時､ 界面 の速 度 は一 定 で あ るか ら､ 時刻

t切で Ⅹ 切に 出来 た核 は 図 .2-aの斜線 部分 を覆 う.

次 に 時 刻 tで Xとい う点 が秩 序 相 で覆 わ れ て い な い確 率 ■¢ B(t) - 1-め(t)

を導 入 す る. 界面 の速 度 は一 定 で あ るか ら､ 図 .2-bの斜 線 部分 で nucleation

eventが一 度 も起 こ らな けれ ば､ 時刻 tで点 Ⅹは覆 わ れ て いな い こ とに な る. 且
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tg.2-b

図.2‥(a)時刻 tOで x 8にで きた核の成長の様子 (b) 如 くt)を求める

つ ポ ア ッソ ン過 程 で あ る と考 え る と､ 斜 線 部 分 にお け る nucleationの個 数 が n

で あ る確 率 は

iJ rL -〟
P In〉 ニ ー- e

nl
(ポ ア ッソ ン分布 ) (1)

で あ る｡ 更 に A日)(t)杏 (b)図 の斜 線 領 域 の核生 成 率 -Ⅰ(t') だ けの重 みつ き面

積 とす れ ば､ 上 式 の 〟はA日)(t) に他 な らないo この領域 で一 回 も

nucleati叩 eVentが な いの は n-0 の場 合 で あ るか ら

¢めくt)- 1-¢ くt)- e

1.e. ¢ (t)- 1-e

-A(.1)(t)

-A 日 )(t)
(2)

とな る｡ Ⅰ(t) が時 間 によ らな けれ ば､ A H ) ( t) は斜 線領 域 の面 積 そ の もの

で あ る｡

以 上 の こ とを後 で相 関 関 数 を計 算 す るの に便 利 な よ うに少 し異 な る考 え方 で定

式 化 して み よ う. 図.3の様 に領 域 畠 と微小 領域 ∠私 とに分 けて

(i) 領 域 畠.で は nucleati.neventは一 回 もな く (そ め確 率 は e-A… (t))

星ユ

芯 ) 微 少 領域 A で少 な くと もエ 個 の nucleationが起 こ る くそ ?確竿 は
1- exp卜dA H )(tl)) - dA H ) ( tl) )

とす る と､~(i)と (-ii)の積 は時刻 tlで Xが初 め て秩 序 相 で おお わ れ る確 率 で ある.

そ れ ゆ え時 刻 tで Xが秩序 相 で覆 わ れて い る確 率 は､
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七

¢･(t) -Jo d tl

d A (日 ( tl) -A H )(tl)

d tI

-A 日)(tl) -A fl)㌔(t)

- ∫dA H ) ( tl) × e

とな り､ 上 に得 た結 果 を再 び得 る｡

図.3:¢(~t)の再説明のための図

1- e (3)

図.4:GB(ェ.1..- 51, t)を求める

次 に 2点 相 関 を考 え る. 以 下 独立 な p個 の秩 序 相 n- 1,2.･･･, pが同等 に生

成 され る場 合 を考 え､ 無 秩 序 相 を Oとす る0 時 刻 tで エ 1､ エ 2が どの相 にあ るか

に従 って､ 結 合 確 率 を定 義 す る :

l一r
…

01
01

2r
州

ol
1

2

ー
り
Eid

ll
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EiiZl
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t
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ヽ

ヽ

ヽ

ヽ
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仰
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仙
r
仙
エ

lHLHl
iH■Hl
n■Hl
iulu

ES)

I

E9

1

G

G

H

H

与 こで r-,L l- エ 2で あ るo G8(r,t)) は､ エ 1も r 2も無 秩序 相 に あ る確 率､′＼■■ メ)～ヽ.

G-(t,t) はェ 1もェ 2車共 に特 定 の秩 序 相 にあ,る確 率､ Ho(i, t) は rlが 無 秩

序 相 に あ り r2は特 定 の秩 序 相 に あ る確 率､ Hl(ェ, t) は rl､ r2が選 ば れ た

異 な る秩 序 相 にあ る確 率 で あ る. これ らの相 関 関 数 の計 算 も前 述 の方法 を一 般 化

す る こ とに よ り求 め られ る｡ 以 下 に示 され るよ うに､､独 立 な もの は この うち 2個

だ けで あ る｡

GB(r1-干草･ t) は図 ･4の斜 線 領 域 で nucleationevent が一 回 も起 こ らな い確 率

を計 算 す れ ばよ いo

Gl(rl-r2, t) と して は次 の 2 つ の､場 合 が あ り得 る｡
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図 .5-a

⊆ 宴

団 .5-b

I-I-1= /I/

図.5‥Gl(ェェ-エ且, t)に寄与す る2つの場合

ca se- 1 (図.5-a)

エ1,i,2は 1つ の nucleationevent の ㌧domain にあ るo

ca se- 2.(･図.51-b)

エ 1, エ2は それ ぞれ 異 な るnucleation eventsで 出 来 たdomainに あ る｡

この こ とに注意 す る と次 の定理 が な りたつ ∴

<定 理 S

CB(r,t~)･･ エ 1は 0で な く､ か つエ 2も 0で な い確 率

C-1(r.t).: エ 1は 1､~か つエ 2も 1で､ 同一核 domain に あ る確 率

C2(r,t) ･･ エ 1は 1､ か つエ 2も 1で あ るが､ 異 な る核 の donainに属 す る

確 率

を定_義 す る と次 の関 係 式 が成 立 す る

G l(ェ､, t) -
p- 1

C1 (ふ, t)ノ+ r C8(JL t ) ｡ (r4)

<証 明 >

1. Gl- Cl+ C2は明 らか｡

2. C2- H l'

p個 の縮 退 した秩 序 相 を考 え て い るので 明 らかで あ る｡

3. p (Gl+ (p- 1) H l) - C切が成 り立 っO

(4a)

(4b)

(4C)

エ ーが 1に属 し､ エ 2もp種 の秩 序 相 の一 つ に属 す る確 率 は

r2が共 に秩 序 相 にあ る確G-+ (p- 1) H lで あ るo 従 って､ エ1,～

率 は C8- P (Gl+ (p - 1) H l) で あ るc

l､ 2､ 3を組 み合 わ せ る と定 理 が証 明 され る｡

さて､ _C8(rl-r2, t)を計算 す る に は

u (ふ, t) -
よ が秩 序相 に属 す る と き

JLが無 秩 序 相 に属 す る と き
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な る変 数 を使 い

CD(ェ 1-エ2, t)

- < (1 - u (ェ 1, t.) ) (1 - u (ェ 2, t) ) >

= 1- 2< u (ェ 1, t) >+ < u (ェ 1, t) u (ェ 2, t) >

- 1- 2 ¢8(t) 十 GB(ェ ーーエ 2, t)

を利 用 す れ ば良 い. ¢8(t) は時 刻 tに

お け る 0-domain の割 合 で あ る｡ 従 っ

て､ 一 体 量 で あ る ¢Oと 2つ の東 関 関 数

GBと Clが求 まれ ば Glが求 ま るo

て mucleationevent が生 ず る確 率 を計 算

す れ ば良 い. 更 に､ ¢B(t) は

¢8て t) - G8+ pH8 (6)

(5)

1

l Jt l
一 人

,ノ′髄 …暮ヽドド､､ヽヽヽヽ Lヽ,

図･6･･C1(ェユーエ且, t)を求 める

と表 現 で き るo r lが Oにあ りエ 2が 0か p個 の秩 序 相 の どれか にあ る確 率一l′ヽ′ヽ■

GO+ pH8はェ 1が 0に あ る 1体 の確 率 に等 しいo 結 局､ ¢ Oと 2つ の相 関関数

G切と C1が求 まれ ば､ 上 記 の 5つ の関係 式 (4a､ 4b､ 4C､ 5､ 6) か ら残 りの

相 関 関 数 (Gl､ H匂､ Hl､､C8､ C2) が一求 ま る.

この よ うに して､ p 個 の縮 退 した秩序 相 が あ って も 2体 相 関 が厳 密 に計算 で き

る｡

縮 退 した秩序 相 の数 が無 限 で､ 時 刻 t- 0で の み乱 雑 に nucleation eventsが

起 こる と き､ それ が広 が って い って t- - で 出来 るパ タ ー ンは ポ ロノ イ分割 とな

る く domain 間 の境 界 は nucleationevents 間 の垂 直二 等 分 線 の と ころに出 来 る

). ギ ロノ イ多 面 体 の構 造 関数 を求 め る には､ Ⅰ(t)- Ⅰ86(t) と し､ p種 の場

合 に計 算 した構 造 関 数 を p- -､ t- 00 とす る こ とに よ り計 算 され る. 相 関 関

数 G l(∫.t- 00) 紘

Gl (i, t- 00 ) -Cl (i, t- の )

で計 算 で き る. p- 00 のた め同 じ種 類 の秩 序相 が とな り合 わせ にな る確 率 が 零 の

た 吟で あ る. この よ うに ポ ア ソ ン点~か,ら生 成 され た ポ ロノ イ多 面 体 の構 造 関 数 が

厳 密 に求 め られ る｡
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S 5.一 ･秩 序 形 成 過 程 の ダ イ ナ ミ ･yク スl

--種 々 の実 験 や モ ン テ-･カ Jt,･ロ シ ュ ミレー シ ョ ンで は秩 序 形'成 過 程 で しば しば

ス ケ ー リ ン グ則 が 観 測 され るd そ の よ うな スケ - Tjン グ別 は ど の様 に して導 かpれ

る か を 問 題 とす る｡

§.5- 1 非 保 存 系 (2､ 3次 元 )

以下 ､ 8- 1と して 秩 序 変 数 S(r,t) の従 う方 程 式 は

∂ S (ふ , t )

∂t
-▽ 2S (i, t) +S (ふ, t) - S3 (i, t) (1)

で あ る｡ t-0に ラ ン ダ ム且 つ 無 相 関 に平 均 値 Oの ゆ ら ぎを S(∫,t) に与 え る｡

そ の と き相 関 関 数

G くL, t) - < S (ェノ t) S (且, t) >

あ る い は,そ の Fourier変 換

Iq(t) - < Sq(t) S･-q(t) >

く2)

(3)

を 求 め た い｡ Sの 振 幅 が あ ま り大 き くな い初 期 時 刻 近 くで は､ 線 形 近 似 が 許 され

る の で

∂ s q ( t)

∂ t

㍗ q- 1- q2

㍗qSq(t)

(4)

を 得 る｡ q - 0の mode の 成 長 速 度 が一 番

大 き く (図 .1-a)､ ∫ q ( t) は 図 1-bの

よ う に 時 間 と と も に変 化 して い く｡

(Q)

(b)

図･1:-(a) rq (b)相関関数 の フー リエ変換 Ⅰ ｡ ( t)の時間変化
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次 に.後 期 過程 を考 え よ うo そ こで は S-±1の dodlainsの界面 が複 雑 な パ タ

ー ンを作 って い るで あ ろ う｡ 局 所 的 に は界面 は球 状 で あ る とす れ ば､ 界面 一の変 化

を記 述 す る方 程 式 は､ §.3- 1 (17)式 で与 え られ る (今 の場 合 a- 1/ 2 で

あ る)0

∂R (t)

∂t
d - 1

氏 (t)

(5) は一 般 に は界 面 の成 長速 度 Ⅴ と平 均 曲率 K の関 係

Ⅴ (t) ニーK

を与 え る6)･7)｡ Ⅴ (t) は界面 の法

線 方 向 の速 度 で あ る｡ 今､ 秩 序 相 を

± 1と し､ 局所 座 標 (Ⅹ, y) を と

り､ Xy面 上 の y- f(Ⅹ,t)で表 さ

れ る二 次 元 界面 を考 え る (図.2)0

f(X.t) の時 間 的 増 分 ∂f/∂tの方

向 と界 面 の法線 方 向 と は一 般 に異 な

り､ 法 線 方 向 の変 化 は

∂f (X t)

く1+ (惹 )-2,1'2 at

と成 うて余 分 な因 子 が つ く､ また平 均 曲率 は

∂ ∂f

㌻ 言 (｢訂∂ Ⅹ

∂f 2 1/2

/ (1+ ( ) )
∂Ⅹ

(5)

(6)

Uy ,I .二 / ~V! ( / )/ ′ .

¶x一t)

- 1

図.2:界面 y- ∫(X, t)

で あ るが､ 界面 が 十分 緩 や か な と きには (∂f/∂Ⅹ)2 ≪1で あ るか ら､ 界 面 の発

展 方 程 式 は拡 散 方 程 式

∂ f (X , t ) ∂ 2f (X, t)
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｢相転移の動力学｣

とな る｡

界 面 で符 号 を変 え る

u (ェ, t) - y - i (X, t) (8)

な る関 数 を導入 しよ う｡ u (i, t) > 0の領 域 は S (,i, t) - 1 に､

u (i, t) < 0の領 域 は S(ェ, t) -- 1に対 応 し､ 界面 上 で u (ェ, t)

… Oで あ る (図 ･3)o ∫ (X, t) の方 程 式 を u (ェ, t) の方 程 式 に直 す と

∂u(ェ､, t)

∂t
-▽ 2u (i, t) (9)

再 び拡 散方 程式 が 得 られ る｡ こ こで ▽ 2y -O を使 った｡ (9)式 は座 標系 の と り

方 に よ らな い形 を して お り都 合 が よ い｡ 補 助 関数 u (∫,t) と秩 序 変 数 S(∫,t)′∨> -Jへ<′

との関 係 は上記 の ご と く､ 次 の非線 形変 換 で与 え られ る｡

S (i -,′t) 芋 Sign〔u (r, t) 〕■ヽ′ヽ′■l■

こ こで

lO〇
sign〔u(∫,t)〕 - 1im- ∫d 入

8-+0 12LCD

入 i入u(r,t)

82+ ^2
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y S(V,t)=1
u(r.I)~>O

S(r,t)F予
u(r.t)<-ou(r.t)<-o

図･3:界面 u(ェ,･t)-0

(1 0)

(1 1)

図.4_:界面 u(ェ, t)-0
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以上 の説 明 で は分 か りや す くす るため特 別 な座 標 系 を使 った が､ これ は必要

で は な いO-境 界線 で u(乙,t~)≡ 0-で､ S-･1の安 定 相 に お い て ･･h (工,t)> 0､

S--1の安 定 相 にお いて u (工,t)< 0な る補 助 関 数 を始 めか ら一使 い (J図･14)､

(6) 式 か ら直接 (9)式 を導 出す る方 が 一 般 的 で あ る｡ 界面 の変 化 q)法 線方 向

且の成 分 は

∂ u

∂ n

より

I▽ u l

1 ∂ u

▽ u l ∂ t
- Ⅴ

微 分 幾 何 学 の知 識 K ニ ー▽ ･nを使 うと′ヽ■lヽ′

▽u
冗 -▽･

lVu

(12)

く13)

(14)

を得 る｡ く14) は u に関 して非 線 型 で あ るが､ 線 型 項 ▽ 2u は u の振 幅 をつ ね に

減 少 させ る よ うに働 くので 非 線 型 項 は tが大 きい と ころで は考 えな くて よい｡

(13)､ (14)式 か ら

au (,i, t)

? t
- ▽ 2u (i, t)

が得 られ る｡

u (rJ､)に対 して､ t-0で Gauss 分 布

1
P (u (i, t-0) ) OC exp (-- J dL 〔uシLL, t-0)〕2)

2

を仮 定 す る と (1 0) 式 と く1 1) 式 とか ら､ 相 関 関 数 は

G (ェ, t) - < S(i, t) S (忠, t) >

2一
-- arc sin 〔

7T

< u (JL t) u (JL t) >

< u (且, t)2>
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｢相転移の動力学｣

と表 され る｡ そ して､ (9)式 の解 を使 って､

< u (ふ , t) u (A., t) >

< u (0, t)2>■l■ヽ′
exp(-r2/8 t)

と求 ま る｡ ゆえ に､ 1(t)- (8t)I /2と して

2
G (JL, t) -- a r c S in 〔 e xp(-r 2/ 1 ( t) 2) 〕

方

(16)

と書 く こ とが で き､ I(t) で相 関 関 数 は ス ケ丁 ル され て い る こ とが わ か る

(図.5) 9)0 1(t) は S- 1 相 の平均 サ イ ズに対 応 し､ 1(t) の t-依 存 性 は

u-(r,t) が拡 散 方 程 式 に従 うた め 1/2 乗 にな る.′ヽlヽ′

図.5:相関関数

～r/A(+)

S.5 - 2 保 存 系

§ ､̀3丁 字で･ 球 状_の droplets､の成 長 速 度 に対 す る方 程 式 を得 たo その方 程 式

を用 い て droplets の .size の分布 や相 関 関数 を調 べ る こ とが 出来 るo これ は体

積 比 が小 さい場 合 の 問題 で あ る｡ 体 構比 が 1/2 に近 い場 合 は､ 2つ の相 が い り

くん だ 複 雑 なパ ター ン(slnakepat-tern)に な る28). この時 は '§.5- 1~の方 法 を

保 存 系 に援 用 して相 関 関数 を求 め る こ■とが 出来 る｡ それ らの問 題 に進 む前 に､ 保

存 系 の モ デ ル方程 式 の線 形 安 定 性 を詞ーべ て お こ う:

V 2(-Vac- C+C3]
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今､ 高 温 の- 様 相 か ら十 分 低 温 に急 冷 した とい う状 況 を考 えて い るか ら､ 初 期状

態 は空 間 的 に一 様 (濃 度 C8) で あ る とす る｡ そ こか ら､ 微 少 な濃 度 変化 6 Cが

起 きた とす る ( C (r, t)- C 日+ 6 C (r, t) ). 6 Cに対 す る線 形 方′ヽヽ′ヽ′ ノヽヽ′ヽ′

程 式 は

∂ ∂ C (ェ, t)
∂ t

▽ 2 〔-▽ 2-(1- 3 C82) 〕 6 C (ふ, t) (2)

で あ るか ら､ 空 間 につ い て Fourie変換 を行 う と

∂∂ c q

-∂ t
㍗q∂ Cq

㍗ q- - q2〔q2- (1- 3C82) 〕 (3-)

とな る｡ 保 存則 の た め に q -0で の成長 は な い｡ (3)式 の右 辺 の係数 は図 .1の

よ うに な って お り､ 2つ の場 合 に分 け られ る｡

(i) JC8l>!/√3 ･ 一様 状 態 は線 形 安 定 (準 安 定 状 態 )

(i i) lCBI< 1/√3 : 一様 状態 は線 形 不安 定

この 2つ の場 合 を相 図 中 に書 いて み る と図 .2に な る｡

(ii)の場 合 には､ 相 分 離 は どん どん進行 して い く. この 時 q- qn(≠0) め

モ ー ドの成 長率 が 最 も大 きい｡ 非 保 存系 で は､ q- 0の モー ドの成 長 が常 に最 も

速 く､ 厳 暑 な違 い で あ る. (i)の場 合 には､ まず droplets の nucleation が起 こ

り､ そ れ が成長 して相 分 離 が進 行 す る｡ nucleation は熟 的 な ゆ ら ぎに よ って起

こ るわ けで､ 決 定 論 的 な方 程式 (1) で は議論 で きな い｡ この講義 で は相 分 離 の

図.1:rq
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oto Q a o

q a poop

0.. 0 c a

- ~>

図.3:dropletsの成長の様子

後 期 過 程 を扱 うこ と と し､ nucleationrateの計 算 は しな い. nucleationrate

を第 1原 理 か ら計 算 した大 変 よ い論 文 が あ る (Langer2日 ) の で｣ 託 を勧 め るO

さて､ 本 題 に戻 って 図 .3の よ うな現象 を調 べ よ う｡

初 期 状 態 に は大 小 様 々 な dropletsが あ る とす る0 時 間 が経 つ につ れ て平均 よ り

小 さい もの はな くな って い き､ 平 均 よーり大 き-い もの は さ らに大 き くな って い く｡

dropletsを球 とみ な し diluteな極限 を考 え る と､ 上 で述 べ た よ うな ダ イナ ミ

ックース は次 式 で記 透 され る (§.3⊥2) :

良-⊥ (-⊥ +
R 良 < R>(t) 0

(4)

そ こで､ 半 径 が R と R+dRの間 に あ る球 状 の dropletの個数,n(a.-t)dRを求 め

る こ とが 問題 とな る｡ つ ま り､ 半 径 の空 間 で分布 が ど うな るか知 りた い｡

dropletが成長 した後 の段 階 (後 期 過程 ) を考 えて い るか ら､ この段 階 で新 た に

生 成 され る dropletは ない と して良心. っ ま り､ 確 率 密 度 に対 して連 続 の方 程 式

∂n-(R, t)

∂t ･ 認 〔良n (R, t, 〕 -0

が成 り立 つ｡ く4)式 を代 入 す る と

∂ n (R,､t)

∂t

∂ ′1 ′ 1
+ _.-i 〔- (- - + -

∂R R R < R>
)n (R, t) 〕- 0

0 (5)

dropletspictureが成 り立 つ diluteな場 合 の後 期 過 程 な らば､ (5)式 は平 均

濃 度 が準 安 定領域 にあ るか不 安 定 な領域 に あ るか に よ らず 使 う こ･とが 出 来 る｡

(5) 式 か ら n(R.t)を求 め る こ とは､ 随分 昔 に Lifshitz-Slyosov5)22)く以下

L-S と書 く)~が や って い る. 彼 らは拡散 方 程式 か ら (4 )式 を導 出 し､.n(R,t)

が スケ ー リング則 に従 うこ とを示 して い る｡ そ して､ ス ケー リング解 の安 定 性 な
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ど色々な問題 を チ IL ツ タ している｡是非一読されたい.ここ.では､ スケ-I.)ング

別が成 り立っ こ と は 初 め から仮定して､具体的な解を求めるところを紹介す る｡

そんな部分は単 な る 算 数 の問題だと思 うかも知れないが､決 して単純ではない｡

(5)式で 特 徴 的 な 長 さは <R>(一t)だけであるから n(R,t)は<_LR>でス

ケールされる は ず｡ 従 っ て次式を仮定する

n (R, t) -
< n>
< R>

f (R/<R>)

こ こで

00 00

< n>≡J' d氏n (良, t) -1-∫ dxf (Ⅹ)
0 0

(6)

(7)

oo OO

< R>≡ J dR良n (R, t) / < n>- 1-∫ d･XXf (Ⅹ) (8)
Q O

また保 存 系 で あ るか ら体 積 比 少は一 定 で あ る ( (5)式 の帰結 ) :

¢≡ 4- D 了 dRR3n (R, .) = C.net.
3 0

const.
ー < n > < R >3-

∫一°xx3 f(Ⅹ) 0
(9)

(6) 式 を仮定 す る と､ n (R,t) を求 め る問題 は < R>が tの何乗 か また f(Ⅹ)

は どん な関 数 か とい う問題 にな る｡ < n>が tの何 乗 か は く R> が求 まれ ば

(9) 式 か ら分 か る｡ < R>(t) と f(Ⅹ) を求 め よ う｡ (6)式 を (5)式 に代

入 す る と

●
< n>

(- -
< R>

●
< n><R > < n><R> d

< R>2

< n> d 1̀

< R>4 dx

Ⅹ
< R>2 dx

〔手 (1-Ⅹ) f (Ⅹ)〕

) ∫ (Ⅹ)

(10)
0

両 辺 を o< Ⅹ<∞ で積 分 し､ x→ 0･QIで X∫ (Ⅹ)-0と しか つ

I im (∫ (Ⅹ) / x 2ト - 3lf8ーとお けば､
Ⅹ- 0
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< n>-

< R>
-3 fB< n >< R>~4 ｡

(11)式 と (9)式 か ら< >- f8< R>-2とな り､

< R> (t)- (3f8t)1'3

を得 る｡ 又､ (1 1) 式 と (9)式 を使 え ば (1 0)式 は次式 に な る｡

- f8 (4+ Ⅹ
d

) i (x) - -

d x

(1 1)

(12)

･ま く 1 - X , f (X , 〕

く13)

この方 程 式 を解 け ば f(t) が求 ま る｡ こ こまで は順 調 に話 が進 ん で きた｡

(13)式 は線 形 常 微 分 方 程 式 で あ るか ら簡単 に解 けそ うで あ る｡ まず

Ⅹ - 00 で の漸近 形 を求 め よ う｡ Ⅹ一一00で は (13) 式 の右 辺 は無 視 で き るか ら､

d
(1 3)式 は (4+Ⅹ - ) i (Ⅹ) -0とな り､ f (Ⅹ ) ～ Ⅹ ~4を得 る｡_

d x
E司

と ころ が､ これ を (9)式 に代 人 す ると Jodxx3 f (Ⅹ)は発 散 す る ! (13)
式 は間違 って い るのだ ろ うか｡ L-Sはそ この所 を真 剣 に考 えて､ (13)式 を正

し く解 けば破綻 の な い正 しい解 が得 られ る こ とに気 付 い た｡ 注意 して (13) 式

を見 る と､ それ は単 純 な線 形 常 微 分 方程 式 で な い. 係 数 と して f8が か か って い る｡

f田 は f (Ⅹ ) の X が小 さい と ころで のふ る まい に関 係 して い るか ら､ (13)

式 を comsistentに解 か ね ば な らな い｡ それ を以 下 で 説 明 しよ う｡ 簡 単 のた め

に次 の変 数 変換 をす る :

f (Ⅹ)d･x--F (Ⅹ 3) 3x2dx-F (y) dy .

この と-き､ f8- F(0). これ を (1 3) 式 に代入 して整 理 す る と

d F (y)

d y
- 〔

2 f 8-.3-1y- 2 ′3

f 匂y- y l ' 3+ 1

とな り､ 形 式 的 に積 分 す る と次 式 を得 る｡
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a
F くy) - F (0) exp 〔-Jo

こ こで､ L-Sは次 の事 に気 が付 いた ;

fBの値 が､ 被 積 分 関 数 の分 母 - 0と

い う方 程 式 が豆 板 を もつ よ うな特 別

の値 に な って いれ,ぱ く図･4)､ yが

あ る値 よ り大 きい-と ころで 恒 等 的 に

0に な る解 F(y) が 存 在 す る｡

結 局､ (14)式 にお いて､ f8-

4/ 27とお けば正 しい解 が求 ま る｡

f (Ⅹ ) -

d y
2 f a-3-1y-2 / 3

f 8y-y l ′3+ 1
〕 (14)

i.y-yb･l (f.-'2i)

図.4: f8y- yl'3+ 1 (f8-4/27の とき)

3 Ⅹ
34･2-5/3x 2 (Ⅹ+ 3)-7/3 く丁-Ⅹ) -tl/3exp 〔-2 3

- - Ⅹ
2

3
for x< -

2

3
for x≧ -

2 ｡

(1 5)

(15) 式 を図 に した の が 図.5で あ る｡

以 上 で確 か に スケ ー リング則 (6) 杏

満 たす 解 が 存 在 す る こ とを示 した｡

Ⅹ≧3/2で f(Ⅹ)-0 とい う特 徴 的 な

形 を して い る｡ これ は､ 大 きい droplet

が更 に大 き くな ,8た め に は小 さい

dropletsを た くさん取 り込 まね ば な

らな い か ら､ 大 きい dropletsはな か

な か大 き くなれ な い とい う こ とか ら きて い る｡ (1 5) 式 (図. 5) と一致 す る実

験 結 果 は ほ とん どな い よ うで あ る. その理 由 は､ diluteliTnitが 実現 され て い な

い とか､ 弾 性等 の こ こで は考 慮 しな か った効 果 23)が効 い て い るた めで あ ろ う｡ 相

関 関数 を求 め る話 も少 しず つ進 展 して い るが､ こ こで は省 略 す る｡
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体積 比 が 1/2の場 合 に話 を移 す｡ 2つ の相 が入 り組 ん だ複 雑 な パ ター ンが どの

よ うな時 由変化 をす るか｡ まず､ 偏 微分 方 程式 の計 算 機 シュ ミレー シ ョ ンの結.果

(図.6) を見 て み よ う｡

図 .6は相 分 離.が非 常 に進 ん だ後 期過 程 の もので あ る｡ 全 体 的 な特 徴 は斜 線 部

(C- 1) と空 白部 (C- - 1) とが乱 雑 な縞 模 様 を な して い る こ とで､ この縞

は初期 過 程 にお いて最 速 の成 長 モー ドの波 数 が有 限値 で あ った こ とに よ る｡ 図 6

の複 雑 なパ ター ンを snakepattern と呼 ん で い る二b これ らの パ ター ンは時 間的 に

どの よ うな変化 を して い るで あ ろ うか｡ 図 .6 を しば ら く眺 めて い る と少 し感 じ

が分 か って くる. snakeの頭 と尻 尾 が食 われ て胴 が太 って い く･｡ つ ま り､ 斜 線

部 の頭 と尻 尾 が sourceな って いて､ 斜 線 部 の凹 ん だ部 分 (空 白部 の頭 と尻 尾 )

が sinkに な って い■る (図 .7)･｡

こq)様 な ダ イナ ミック スを何 とか して扱 い た いo そ こで最 も簡 単 な方 法 と して

`̀平 均 場 ア プ ロー チ''を考 えて みた ので､ こ こで そ れ を述 べて み た い24)｡ 現 在､

保 存 系､ 特 に上 記 の よ うな系 で､ 相 関関数 に対 す る誰 もが納 得 す る よ うな理 論 は

な いか ら出発点 と して役 立 っ で あ ろ うO この "平 均 場 ア プ ロー チ" は､ 現 時 点 で

は この正 当性 が十分 根 拠 づ け られ て いないが計 算 機 シュ ミレー シ ョ ンの結 果 とよ

く一二致 して い る｡

2次 元 で話 を しよ う｡ い ま､ 界 面 の 1部 分 (図.7の太 線 部 ) に注 目 し､ そ の界

面 は

封馴

蜘
端

野0 2500

IJ召､IPIJlT岩戸

3000 4000

享潅 ぎ 二;!::;≡

=A.･=.JがJi.こ▲▲′
50 00 6000

図.7:濃度の流れの概念図

図.6:snakepatternの時間変化 (偏微分方程式

の計算機 シュ ミレー ション) [OHP]

･(phy.Rev.皇旦旦434 (1988),Fig.10)
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Ⅹ- f (y, t)

で あ る とす る (図 .8)｡ そ の他 の界 面 は

平 均 場 で 置 き換 え る｡ 簡 単 の た め に

source と sink は Ⅹ - Ⅹ1､ x2 の 直

線 上 に あ る と し､ current の 強 さ

∫(t)) は y に よ らず 時 間 tだ け に よ る

とす る｡ こ こで 図 .7 に戻 り source は

smake の頭 や尻 尾 の部 分 で sink-は凹ーん

だ 部 分 で あ る と考 え た か ら､ currentの

強 さ J(t)は界 面 の 曲 率 K に関 係 す る こ

(1 6)

と に な る｡ 曲 率 の平 均 < K> は体 積

比 が 1/2の 場 合 oで あ るか ら､ < K> 図･8:平均場 アプト チの説明のた めの図

と J(t) とを結 び っ√け る こ と は で きな い｡

次 の よ うな 関 係 を 要 請 す る の が よ い で あ ろ う :

一ヽ■′
∫ (t) -A < K2> 0 (17)

こ こで A は 未知 の 定 数 で あ る｡ 実 は､ この 関 係 式 は スケ ー リン グ則 を先 取 り した

もの で あ る. 平 均 場 を 考 え る とい う こ とは､ source や sink の位 置 で の界 面 の 曲

率 が 注 目 して い る界 面 の 曲 率 と同 じだ とい う こ とで あ るo 即 ち , (17) 式 の K は

注 目 して い る界 面 Ⅹ - f(y,t) の 曲 率 で もあ り､ (17)式 はself-consistent

equation に な る｡ 秩 序 変 数 C(r,t) に対 す る §.3-2の モ デ ル方 程 式 に′ヽ′ヽ■

source と sink の効 果 を加 え て

∂C (ェ, t)

∂t
-▽2〔-▽2C-C+C3〕

一ヽ■･

+ ∫ (t) (♂ (Ⅹ - X l) - ♂ (Ⅹ - Ⅹ2) 〉 (1 8)

を 得 る｡ 以 上 で `̀平 均 場 ア プ ロー チ ''の基 礎 方 程 式 が与 え られ た0

途 中 の計 算 は省 略 し 筋 道 だ け を述 べ よ う｡ まず､ (18) 式 か ら §.2- 2の

G∫een関 数 を 導 入 した 技 法 を使 って､ 界 面 f(∫.t) に対 す る線 形 近 似 の 方 程

式 を求 め る. f(Y,t) を y につ い て Fourier変 換 .

00

fq (t) -∫ d y f (y, t) e i=
-CO
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す る と､ fq ( t) に対 す る線 形 方 程 式 は

∂ f ｡ ( t)

∂t

′■ヽ′

-lqll(-q2+~2 J (t) ) fq ( t) (19)

～

J くt) が 時 間 に よ らな い場 合 には､ 結 晶 成 長 の方 で有 名 な Mullins-Sekerka

の不 安 定 性 25)を記 述 す る̀方 程 式 と同 じで あ る｡ 次 に

u (,i, t) ≡ Ⅹ - f-(y, t)

を導入 し (§.5 ,- 1 参 照 )､ u▲(･r.t) を.(1 9)式 と ( 1 7)_式 と か ら求 め る.′■ヽ′ヽ

u(∫,t) が 求 ま れ ば 相 関 関 数 G (ど,t) は､
′ヽ′ヽ′ ′}ヽ′

G (ェ, t_) ≡< C (i, t) C (.9,, t) >
2 < u (JL t) u (iL, t) >

ニー a r c Sin〔
7T < u2 (0, t) >′ヽヽ′ヽl■

), (20)

か ら計 算 で きるo 理 論 結 果 と偏 微分 方程 式 の計 真横 シュ ミレー シ ョ,ンの結 果 26'を

図.9に示 す. こ こで は 2次 元 の スケ - リング関 数-の例 を取 り上 げた. 振動 す るの

は保 存 系 の特徴 で あ る (この節 の (19)式 と §.5- 1の (7)式 とを比 較 せ よ)0

理 論 に含 まれ る未 知 の定 数 A を adjustableparamet右r と し一て､ A- 5た と って

い る｡ parameter を 1個 含 ん で い る とは い え､ 理 論 結 果 は シュ ミレー シ ョンの結

果 とお どろ くは ど一 致 して い る｡

図.9:スケー リング関数
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