
｢カオスとその周辺｣

特別講演 ソ リ ト ン カゝ ら カ オ ス -

京大理 川原琢治

§ 1｡ は じめに

可積分な分散非線形系においてソ リトンが非線形ノーマル ･モー ドとして基本

的であ り､連続無限自由度系の非線形現象が有限個の ソリトンおよび転射の重ね

合わせで記述で きるとい う意味で低次元系に逓減することが可能であることはよ

く知 られている｡ 本報告では､非線形発展方程式におけるソ リトンとカオスを

取 り上 げ､ソ リ トンのよ うな非線形 ノーマル ･モー ドあるいは空間的局在構造に

ょってカオス現象をどこまで近似的に記述で きるかとし､､う問題を考える. これ

は､基礎物理学研究所の池田教授か ら ｢ソリ トンとカオスとはどのようにつなが

るべきかについてフィロソフィーを含む報告 をす るよ うに｣ との要請を受けたこ

とに対 し､その一部にな りとも答えるべ く､筆者 白身が興味を持つテーマについ

て､ どろなわ勉強を した結果を研究会で報告 した ものの概要である｡

当初予定 した話題は

(i) 逓減摂動の高次近似

(ii) 可積分系に近い場合のカオス

(iii) 可積分系に近 くない場合の弱いカオス

(iv) 強もLlカオスの統計的記述

(V) 空間多次元系への拡張の問題

であった｡ 実際の講演では､時間的な制約 もあ り､ (i)､(ii)については多

少詳 しく述べた も一のの､ (iii)- (Ⅴ)については殆 ど報告で きなかった｡ こ

こで も講演の実情に対応 して､ (i)､(ii)は多少詳 しく､他 は概要のみを述べ

ることにす る｡

最初 に､_ソ リトンおよびカオス現象を示す非線形発展方程式の代表的なものを

表にまとめてお く｡ (以下本文中では､各々の方程式 を表に示 された略称で呼ぶ

ことにす る｡)
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この表に示 した方程式は､いずれ も､非線形性の程度が弱いという､非線形摂

野の最低次の近似のもとに得 られた ものである｡ このような最低次近似のソリ

トン方程式で無視された高次摂動項の効果を取 り入れる方法に関する話題を最初

に取 り上げる｡ 第 2の話題 としては､可積分系 (ソリトン系)に近い場合の弱

いカオスが有限個のソリトンおよび稿射で近似的に記述できることを示 した研究

を取 り上げる｡ 第 3の話題は､可積分に近 くない場合の弱いカオスを空間的局

在構造に基づき記述 しようという試みであり､第 4の話題は､同様な考え方で強
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いカオスの場合の統計的性質をどこまで記述できるかという点に関するものであ

る｡ 最後の話題はJ空間次元が2､ 3次元の場合における空間的局在構造によ

る記述の問題点を指摘することである｡

§2｡ 逓減摂動の高次近似

KdV方程式やNS方程式のような可積分 ソリトン方程式は､弱い非線形性を

取 り入れた漸近展開の最低次近似として得 られるものである｡ 従 って､摂動近

似で無視された高次項の効果､あるいは大振幅ソリトンを考慮するとき可積分性

がどうなるかなどが問題 となる｡

ソリトンに対する高次補正は Ichikawa達 (1976､1977)日 により取 り扱われ､補

正項の加わった "dressedsoliton''の振舞いが調べ られた｡ しか し､dressed

solitonは永年項を含み長時間で発散を示 した｡ Xodama-Taniuti(1978)2)は保

存量の汎関数微分項を加えることにより永年項をソリトン速度に "繰 り込む"こ

とができることを示 し､ 1次の補正項の効果が､積分可能な一般化されたKdV

方程式あるいはNS方程式で近似できることを明 らかにした｡ 高次補正項の繰

り込みを一般化 したものが KodaTnaによる normalformanalysisである. ア

イディアは､有限次元系の場合に摂動 Hamilton系を正準変換により可積分な

normalformに変換するという Birkoffの normalformtheoryと同様である｡

高次補正項を加えたソリトン方程式を Lie変換により高次の可積分系 (これを

normalforTnと呼ぶ)に書き換えるのである. 水面波におけるKdV方程式の

場合について Ⅹoda¶a(1984)3)の結果を以下に具体例 として示す｡

逓減摂動法によって得 られる高次補正項を伴 うKdV方程式

ut十 ux+8XBtB)(u)+82Xm (u)+83Ⅹ(2)(u)-o(84) (1)

X

X

X

≡"uurHJHI
lHリー∽-1tB u3x+6uux (KdV eq.)

日〉(u)-alHIuSx+a2m uu3x十a3日 uu2x+a4m u2ux

(2〉(u)-alt21u7x+a2(2)･･･

(以下､添字 t､Ⅹ などは微分を表す ものとする｡)

を Lie変換
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u-V+8砂川 (Ⅴ-)十 82(¢~(2)+¢= ･▽ ¢(=/ 2)(vl)+0(E3) (2)

により

vt+vx+eXB(Q)(V)+82Ⅹ8日 )(V)+83Ⅹ8(2)(Ⅴ)-o(84) (3)

rxp- (V)-a.(I, [▽ Ⅰ3(a,(V)]x

al(2)[▽ IA(a)(V)】x十 LLlRt2)(V)]x

の形に書き換える. Ⅰ3(8㌧ IA(a)､･･･ はKdV方程式の保存量であり､▽

は汎関数微分を表す｡ 〟 はパラメターであ り､適当な表面張力の値のとき零と

なる[Kodama(1985､1988)]3).

く3)式は高次項が保存量の汎関数微分に書き換えられてお り､normalform

と呼ばれる｡ 〝≠0 のときには2次まで可積分､〟-o なら3次まで可積分

となる. R(2)(v5)-0 となり (3)は KdVソリトンと同形の解

V8(Xit)- 2x2sech2〝(Ⅹ一入 t)

を許す｡ 変換 (2)を用いて (4)を変数 U に戻すと

∩
u(x､t)-∑ ∑8n-Iβ〕(n~日x2nsech2jx(Ⅹ一入 t)

n-1j-I

(4)

(5)

の形の解となる｡

この解は､ Fenton(1972)4)が水面波に対 して導いた大振幅孤立波解 (ninth

Wave:無次元振幅の9次までの展開で得 られた解で､大振幅厳密数値解 とよく一

致する解)と同形である. すなわち､normalform (3)の孤立波解はKdVソ

リトンの大振幅波への拡張となっている｡

Kodama(1988)3)~は normalformの保存則あるいは逆散乱法による摂動計算に

より､ 2ソリトン相互作用におけるソリトンパラメターの変化を求め､ (i)衝突

により大きい孤立波の振幅は増大 し､小 さい方の孤立波の振幅は減少する､ (ii)

新 しい孤立波が生成 される､ (iii)非可積分項は轄射を生 じる､ という結果を

得たo すなわち､nomalform (3)で記述される大振幅孤立波は相互作用 (衝

突)に関 して非保存的である｡

-614-



｢カオスとその周辺｣

Kodamaの norTnalforTnanalysisは､ソリトン方程式の高次近似を可積分な形式

に書き換えて大振幅孤立波の相互作用を調べたもので､非線形性が強い場合への

アプローチの 1つとして注目に値するものである｡

§3｡ 可積分系に近い場合のカオス

純分散性の可積分なソリトン系においては､ソリトンと轄射により系の発展が

記述でき､ソリトンは一種の非線形ノーマル ･モー ドであると考えることができ

る｡ ソリトン系に非保存的な摂動項が加わった場合には､ソリトンの相互作用

の性格が変わり､非保存的となってカオスなどを生 じるが､摂動が微小でソリト

ン系に近い場合には､可積分系の摂動として解析的取扱が可能である｡ NS方

程式や SG方程式に外力 と散逸 (減衰)項とが加わった場合のカオスは､ソリト

ンと輯射の相互作用として記述でき､無限次元系の振舞が有限個のソリトンの振

幅､速度あるいはソリトン間隔など有限個の量の時間変化を記述する有限次元系

の取 り扱いに帰着できることを Nozaki達 あるいは Bishop達が示 した｡ 可積

分ソリトン系に近い場合には､逆散乱法に基づく摂動を用いることができ､ 1ソ

リトンの挙動のみならずNソリトンの相互作用や幅射について も逆散乱法の固有

値や散乱データの変化として記述できる｡ 逆散乱法に基づく摂動､NS方程式

やSG方程式の摂動に関する Ⅳozaki達あるいは Bishop達の研究の一端を以下

に記す｡

(a) 逆散乱法に基づ く摂動法

摂動項 R [u] をもつソリトン方程式を

ut- S lu]+8R lu]

とする｡ これを演算子形で表 し

iLt+ [L､A]-ieR

とすると､固有値問題は
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し ¢(x､t)-丸くt)め(X､t)

となる｡ (7)､(8､) より

(L-A)(¢t十 iA¢)- (d入/dt)め-8R¢

(8)

(9)

′■ヽ■′ ～ ー
共役演算子を L､ 共役固有ベク トルを ¢ とすると'L'¢-A●¢､ (*:複素

～
共役) となり､ (9)の両辺に ¢ を掛けて積分すると

dA/dt-8J00 首(Ⅹ)R [u(Ⅹ)]¢(Ⅹ)dx/J00首(Ⅹ)♂(Ⅹ)dx
-0〇 一03

(10)

のような固有値の時間発展を記述する式が導かれる｡ (9)に (8)の固有関数

(Jostfunction)を代入 して､散乱データの時間発展を記述す る式を同様に導 く

ことができる lKarpman遠 く1978.1979.1981)､Xaup-Nevell(1978)】5)o

逆散乱法に基づくこの摂動の特徴は､ 8 ≠0 の場合にも固有値問題が く8)

と同 L:形 となり､散乱パラメターの時間発展のみが摂動項に依存するということ

である｡ このため､可積分系の固有値問題を解 くことによって､摂動項による

ソリトンパラメクーの変化を知ることができるのである｡ .

(b)NS方程式の摂動

NS方程式に外力と減衰項が加わった場合

iqt+qxx+2tqt2qニーit71q-72qxx

+∑eneXp (iwnt)) (7 1､γ2､Wn>0) (11)

は Nozaki-Bekki(1984)､Nozaki(1985)6)により取 り扱われた.

1ソリトン解

q5-2かSeCh(2符X)exp (-2iq-iZT/2) (12)

の振幅 と位相の 1次の摂動による変化は
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符t--2γlq-8γ2符3/ 3+∑ enSin (unt+2q)

qt--2〃2 (13)

で記述 される｡

単色外力 (n-1)の場合､ (13)甲ア トラクターは固定点のみで､ソリト

ンの振幅は一定値に近づき "同期 ソリトン''となる｡ 外力が複数の振動数成分

を含む (n≧ 2)場合､ア トラクタ-は周期軌道 となり､外力の振幅 8nが増大

すると周期倍化分岐を起 こし､カオス的ア トラクターに移行する｡

摂動が大 きくなるとソリトンと稿射の相互作用が無視できな くなるが､十分時

間がたてば分散による位相混合により有限波長の拒射は減衰 し､波数が 0に近い

長波長転射のみがソリトンと相互作用すると Nozaki(1985)6)は考えた｡ ソリ

トンと長波長編射の2次の相互作用を考慮すると､単色外力の場合にもカオスを

生 じることになる｡ 逆散乱法による摂動展開により､ソリトンの振幅 と位相お
｢

よび長波長編射の時間発展を記述する式を Ⅳozaki達は導いた｡ そして､この

低次元に逓減された系における周期軌道の分岐からカオス的ア トラクターに至る

過程が､ もとの偏微分方程式 (11)の数値解と定性的に合致することを兄いだ

し､カオス的ア トラクターが低次元系で近似的に記述できることを示 した.

(C) sG方程式の摂動

Bishop達 (1986)7)紘

¢tt-¢xx+sin¢-8 [-α卓t+ r sin血)t] (14)

の解が外力 8r の増大にともないカオスへの遷移を起 こす過程を詳 しく調べた.

解は周期解から準周期解 となりカオスに至るが､カオスのときでさえ空間的には

コヒー レントな構造が見 られる｡ このような空間構造は少数の非線形モー ドで

近似でき､低次元系に帰着できる｡ とくに Bishop達は､逆散乱法に基づいて

ソリトン (kink､ anti-kink､ breather)と転射 (radiation)に対応する固

有値の時間変化を調べ､摂動 SG方程式のダイナ ミックスが少数の非線形ノーマ

ル ･モー ドでき己述されることを示 したo
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前述 した声うに､固有値問題の形式は摂動項によらないから､数値実験により

得 られる各時刻の波形 ¢(X､ t)に対 して固有値問題を解 き (すなわち､数値

的にスペク トル変換を行い)､各時刻でのスペク トル表示 ¢(入､ t)を求める

ことができる｡ そうす ると､摂動項を含む sG方程式の固有値 入 の時間変化

が分か り､系のダイナ ミックスの特徴を知ることがで きるのである0 [ Fores卜

McLaughlin(1982)]8)｡ sG方程式の周期系では､kink､anti-kink､breather､

radiationはそjJLぞれ複素 人 面のバン ドに対応するが､それ ら固有値の複素 -A

面上での時間変化を調べることにより規則運動 とカオスとの判別が可能であるこ

と､系の振舞がソリトンと転射の重ね合わせで表されることを Bishop達は示 し

た｡ このような方法は nonlinearspectraldiagnosticsと呼ばれている｡

これは､逆散乱法に基づ く摂動が有効に用いられ､具体的に摂動系のスペク トル

(固有値)の変化が導かれた例である｡ 詳細は原論文 [Bishop達 (1986日7)に

譲ることにし､ここでは､可積分系に近い場合には逆散乱法による摂動が有効で

あること､また､系のダイナ ミックスが少数個の非線形ノーマル ･モー ド (空間

的な構造をもつソリトンや栢射)の重ね合わせによって記述できることを指摘 し

ておきたい｡

§4｡ 可積分系に近 くない場合の弱いカオス

非可積分系の典型的な例として､分散系ではFKdV方程式

ut+uux+ u5x-0

散逸 ･分散共存系としては､ Benney方程式

ut+ uux+du2x+βu3x+γu4x-0

(15)

(16)

GL方程式

iat+ (p,+ ipI) axx+ (q,+ iqi) Ia l2a- iγa (17)

(a:複素振幅)
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散逸系 としてKS方程式

u t+ u ux+ u 2x+u4x-0 (18)

などがある｡

このような場合の解析には逆散乱法は使えない｡ 従 って､非線形ノーマル ･

モー ドのパラメター変化 によって系のダイナ ミックスを近似 しようとす るときに

は直接的な摂動法が用いられる. ソリトンに対応す る非線形 ノーマル ･モー ド

の第-候補 となるものは､偏微分方程式の定常解である｡ (15).(16)､

(18)のような発展方程式の定常解として､衝撃波､振動型衝撃波､孤立波､

振動型孤立波､複雑なカオス的定常解など､常微分方程式の homoclinicorbits

や heteroclinicorbitsを求めることが行われている[Hooper-Grimshaw(1988)､

Gorshkov達(1979)､Michelson(1986)]9)｡ 常微分方程式の解の多重性と非定

常問題 における実現性 (発展性)の問題 との関係はまだ明 らかにされていない｡

GL方程式 (I7)については Pereira-Stenflo(1977)や Nozaki-Bekki(198

4)川)により1ソリトン厳密解が得 られているが､ (15)､ (16)､(18)

については定常解といえども数値的に得 られているにすぎない｡ 従 って､この

ような空間的局在構造に基づき系のダイナ ミックスを記述するにしても解析的取

扱は容易ではない｡

FKdV方程式 (15)やBenney方程式 (16)における弱いカオスを

局在パルスの重ね合わせで記述する試みとしては Gorshkov達 (1976,1977)1日､

Kayahara-Toh(1988)､ Kayahara-Takaokaく1988,1989)12Iなどがあるo 充分に

離れた局在パルスが周辺のパルスの裾を通 して相互作用する場合には､裾を通 し

ての相互作用を摂動 として考慮することができる｡ このとき､パルス間隔など

のパラメクーを支配する方程式は "ソリトン格子''方程式 となる｡ ソリトン格

子の振舞は各々のパルスの裾の漸近形に依存 し､振動的な裾の存在がカオスの発

生に関連することが示されている｡

§5. 強いカオスの統計的吉己述

強いカオスにおいては､局在的な構造の生成 ･消滅が起 こる｡ 生成 ･消滅 の
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プロセスを解析的に記述することは困難であるが､局在構造を考慮 してカオスの

統計的記述を試みた例がある. Shen-Nicholson(1987)13)は､NS方程式のス

ペクトルをソリトンの重ね合わせによって表す試みを行っている｡

(a) KS方程式のカオスのスペク トル

Toh(1987)14)は､KS方程式のカオスのスペク トルを 定常解の重ね合わせに

より説明した｡ 数値実験の結果か ら局在構造の間隔分布を求め､定常解を対応

する間隔分布で重ね合わせることによりスペク トルを算出 し､従来の統計理論で

は説明する一ことが出来なかった数値実験結果におけるスペク トル ･ピークが､特

定の間隔分布で配列する空間構造に由来することを示 した｡

(b) GL方程式のカオス

この場合には､ 1ソリトン厳密解が空間構造の候補 となる｡ パルスの間隔分

布､位相分布を考慮 し､ 1ソリトン厳密解を重ね合わせたスペクトルがGL方程

式のカオスのスペク トルをどの程度 まで記述 し得るかは検討中である0

純分散的なソ リトン系の場合には､ソリトンの-stochasticdynamicsとして

叶Solitongas"の取 り扱いにより統計的記述をする試みがある｡ このように､

非線形ノーマル ･モー ドに基づいて強いカオスを記述するという試みは魅力的で

はあるが､ノーマル ･モー ドとして何を取ればよいかを明らかにすること､散逸

系の強いカオスにおける空間構造の生成 ･消滅を如何に考慮するかということな

どが重要な問題点となると考えられる｡

§6｡ 空間多次元系への拡張の問題

1次元系の場合には､空間的なコヒーレン ト構造 (spatialcoherence)の時

間的複雑さ くtemporalComplexity)としてカオスの記述が可能な場合があった

が､そのような考え方が空間多次元の場合にそのまま適用できるとは限 らない｡

空間多次元の場合の問題点のいくつかを挙げておく｡

(a) 1次元で安定な解 も多次元で不安定 となることが多いので､多次元での

基本モー ドを新 しく考え直す必要がある｡
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(b) 多次元方程式では､NS型方程式の collapseや focussingあるいは

GL型方程式の defectや spiral解などのように特異性が問題 となる｡

(C) 多次元の局在構造が存在す るとして も､それ らの相互作用の記述は方向

依存性が加わるため 1次元系に比べはるかに難 しくなる｡

(d) 多次元局在構造 は､単一ではほぼソ リトン的に振舞 うが､相互作用にお

いて轄射を生 じる例が多 く､完全には保存的 とならない [lwasaki達 (1990)】15)0

(e) 摂動法 として有力な逆散乱法は､多次元系への厳密解法の拡張がなけれ

ば使用できない｡ 厳密解法は､強い非線形､多次元､散逸系などに対 し拡張が

試みられているが､まだ充分 とは言えない｡

以上のように､多次元の場合は 1次元の場合より一般に複雑 となる｡ しか し､

空間対称性によりカオスが抑制 されるという例 も 01sen達(1985)16)により報

告 されているので､一般論は成立 しないと考えられる｡ 従 って､非線形問題の

取 り扱いにおいては､"数値実験によって現象の特徴をっかみ､理論的考察を加

える~という､いわゆる "synergetics-のアプローチに頼 らざるを得ないのでは

なかろ うか｡
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