
｢カオスとその周辺｣

太 陽黒 点の ア トラ クタ ー解析 と変動 の予測
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太 陽黒 点の数 は約 11年周 期 で変動 す る こ とが 知 られ てい るが､ 各サ イ クルの
最高値 は不規 則 に変化 し､ それ を予測 す る経験 則が種 々提案 され てい る｡

経験 則 の存 在 は､ 不規 則変動 の 中 に何 らか の規 則性が あ るこ とを示唆 してい るの

で､ 我 々 は この変 動が 低次元 カオ スで あるか否 かを解析 した｡

使用 したデ ータは､ 1749年 か ら 1980年 まで の 月毎の平均 黒点数 であ る｡
図 1にみ られ るよ うに明 らか にノ イズ と思 われ る変動が 大 きいが､ 平 滑 化 を行 わ
ず に解析 した｡

時 間遅 れ に よる埋め込 みで は､ 1変 数関数 x (t)に対 して Tずつ 時間 をず ら
した x (t)､ Ⅹ (t+T)､ x (t+2T)､ ･･ ･･ x (t+ (m - 1)
T)を､ あ たか も独立変 数の よ うに して多変数 化 して､ m次 元の 相空 間 に埋 め込
み､ tを動 か して ア トラ クタ ーを作 る｡ こ こで埋め込 んだ相空 間上 の ア トラ クタ
ーは 皿が も とのダ イナ ミクスの次 元 よ り大 きな値の 時 は､ も との ダ イ ナ ミク スの

ア トラ クタ ー と幾 何学 的 に同 じ性 質 を持 ち フラ クタル次元 な どが 一致 す るこ とが

証明 され てい る｡

この 時間 遅 れ Tは どの よ うな 値で もい いわ けで はな
適 よ り単 純 にな って しまい､ また Tが 大 きす ぎる と
しま う｡ Tの決 め方 は､ ⑳相 互情 報量が 最初 に最小
最初 に 0にな るところ が 捷 案 されて い る｡ 太 陽黒

準で は T=6､ ⑧ の基 準 では T=35とな る｡ ◎ の
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⑧の 自己相 関 によ る基 準 よ りも時 間遅 れが 小 さ くて る傾向が あ る｡

ア トラ クタ ーの フラ クタル次元 を求 め る方法 と して､ GP法 (Grassberger-p-

rocaccialetbod)とTA法 (TerJIOnia-AlezandrovicZ}ethod)が あ る｡

GP法 は あ る 1つ の点 か ら半径 rのm次元球 の なか にあ る点 を敢 え
ての 点 を 中心 として行 い その平均 の個 数 くN (㍗) )を求め る｡ く

て
N

rd の形 にな ると き､ この dが フラ クタル次元 にな る｡ TA法 は これ

そ
(

と
る点 か ら残 りの点 まで の距離 をすべ て求め､ すべ ての点 か らそれ ぞれ N

い点 まで の距灘 の平均 くr (N ))を求 め る とい うや り方で､ く Nnut㍗
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との 関係 くr (N ) ) ∝N l′dか らフ ラ クタル次元 を決 め る｡ この研 究 では､ TA

法の方が､ GP法 に比べ て安 定 してい るの で､ TA法 を用 い た｡ 図 2は T=35

として埋 め込 む次元 を変 えて い った と きの局所勾 配の変 化 を書 い たもの で あ る｡

この 図 の平 らな部 分が スケ ー リング域 で､ そこでの 倍が フラ クタル次元 とな る｡
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また図 3は埋 め込 んだ次元 とフ ラ クタル次元 との関係 を示 したもので､ Xは T=

35とした ときの フラ クタル次 元であ り､ m≧8で 一定の債 4. 2に収 束 して い
る｡ 相互 情報量 による時 間遅 れ T=6を使 った ときには局所勾配が 一定 とな る ス

ケ ー リング域が存 在 しな か っ たの で､ 自己相関 によ る時間遅 れ T =3 5の方が 適

当で あ る と判 断 し た｡

これ らよ り我 々は太隅黒 点の ア トラ クタ ーの フラ クタル次 元 は 4. 2だ とい う
結 論 をだ した｡ フラ クタ ル次元が 4. 2で あ る とい うこ とは太停 黒点 の ダ イナ ミ
クスは 自由度 5の 微分方 程 式 で記 述で きる こ とを意 味す る｡ 但 しこの方 法で は 具
休的 な シ ステムを決定 す るこ とはで きな い｡

しか しシステムの形 が わか らな くて もダ イナ ミクスの変 動 は予沸す る こ とが で

きる｡ 次 にその時系列 の予測 につ いて述べ る｡

時系 列 の予 測 には これ まで

(1)過 去の時系 列の線形結 合で未来 を予 謝 す る自己回帰 (autoregression)モ
デ ル

xt=alXI_I+a2XI-2十 ･････十anxI_n+eI

(2)時 系列 が特 赦的 な周期 Tk(k=1, 2, ････, m)を持 って い るな ら
xt=a8+∑ (ak血 27rt/Tk+bkCOS27rt/ Tk)+EI
で表 わす周期 (periodic)モ デル
等が あ る｡ 前 者 は短期 的 な予 納 に､ 後者 は長期 的な予淵 に向 いて いる｡

太尾 黒 点の変 動時系列 につ い ては､ 周期 モ デルの残 差 にARモデ ルを あ ては め た

予測 が な され てい る｡ (Sneyers&Cugnon1986)
も しも､ 時系 列が 決定 論 的な低次 元 カオ スで あ る場合 には一 見ノ イズ と見 え る変

動が､ ダ イナ ミク スその ものか らで て い る可能性 が あ る｡ この場合 には線 形 の A
Rモ デ ル に変 わって､ 多次元 に埋 め込 んだ ア トラクタ ーを利 用 して､ 非 線形 モ デ

ルを作 る こ とがで きる｡ ARモデ ルの最適 な次 数 は A ICに よって求 め られ るが､

非線 形 モ デル の最適 な次 元 はm=2d+1とな る｡

図 1の時 系列 はあ まりにノイ ズが 大 きいので最 初 に平滑 化 を行 っ た｡

以 下 に述べ る時 系列 の平滑化 と予測 は埋 め込 んだ ア トラ クタ ーを利 用 して､ 時

間発展 の オペ レータ ーを局所 的 に求め､ それ か らの ズ レをノイズ として除 い て平

滑化 して､ その上 で予 測 を行 う方 法で あ る｡ 太 停黒 点の変動 の場 合 ア トラ クタ ー

の次元が 4. 2で あれば､ 5次元 の相 空間 の中 で速 度ベ ク トルは ユニ ークに決 ま
って い る とい えよ う｡ この場 合､ 理論 的な最適 次元 は 9で あ るが､ 与 え られ た時

系列が短 い ため に､ 9次 元 に埋め込 中 とノ イズーを と りきれな くな るの で､ 以 下 で
は最 低限必要 な 5次元 に埋 め込 ん だア トラ クタ ーを利用 し.た｡
観 測 され る速度ベ ク トルは､ 鼻 の速 度ベ ク トル にノイズが 加 わ って い るものな

ので相空 間の 中で局所 的 に平 均化 を行 う｡

つ ま り､ 観測 点 ヌ iにつ いて 自分 を含 めて その近 傍の nケの点 文 j ( t) (j=
1･･･I･m)を選ぶ｡ それ ぞれ の次 の奴 沸 点 は 交Jtt+1)で あ る｡
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一方､ 線 形 オペ レータ ーを考 えて､ ? i(t+ 1) = L -(ヌ J (t))

=A l･交J(t) 十 g i
ただ し､ A Iはm*mの行列､ gIはm次
元のベ ク トルであ る｡ こ こで ∑ ‡マJ一文l
(t + 1) は 2 を最小 にす る よ うにLJを
求め る (Kostelich&York,1988)｡ 求め ら
れ た速度 ベ ク トルは観測 点上 の もの に限 ら

れてい るので､ 内挿 によ って相空 間の 中を

滑 らか につな ぐこ とが で きる｡ 但 し､ 太陽

黒点の変 動の場合 は観 測点の数が少な いこ

とと､ ノ イズが 大 きい ため に､ 不安定 なの

で､ 内挿 法 は とっていな い｡

次 に予 測値が 観測値 か らず れな いよ うに

平滑化 す る｡ Kostelich&Yorkはウ イン ド
ウの長 さPを とって予 測 値 と軌渦 値の 差が
最小 にな るよ うに t全jlを決め て､ ウ イン

ドウをず らしてい って全 体 にわたって これ

を行 うとい う方法 を提案 している (Roste-
1ich&York,1988)｡ こ こで も観 沸債 の数
が少 な い ため にウ イン ドウを長 くとる と不

安定化 す るので､ 最小 の長 さ 2として､ A .I

=I全 書- L‥ 1(文 ‥ l) I2+I文l- X J
4 2を最小 にす るよ うに t文 ilを決め た｡

図 4は も との時系 列 と挿 空 間 で平 滑化 した

もの を 1次元時系列 に戻 した ものの一缶で

ある｡

次 に平 滑化 したもの か ら予榊 を行 う｡

Locallinearoperator L を内挿す るこ
とが で きなか ったので､-我 々は予測軌 道 を

(文 11､ 全iの点 隣接 点 を xI.n(t ) と

L A 2= I 全 i- L 事(X n.n(t ))暮 2
+ l食い 1- Xn.A(t+ 1) l2 を最小 に
す るよ うに t全 iIを決 め た｡ 図 5はその結
果で あ る｡ (B )の よ うに過 去 に同 じ例が

ある とよい予測が で きるが過 去 にない と大

きくはずれ て しまう｡ 通常､ カオ スの ア.ト

ラクタ ーの予柵 は数百､ 数千本の軌道 か ら

行 うが､ 太陽黒点の ア トラクタ ーの軌 道は

近傍 に 22本 しかな く､ デ ータ数が少 な い
ため に､ 結果 として実用 的な意味 では不安

定な方法 であ る｡ しか し､ この方法 は､ 過

去の 時間変動の記録 を多次元●のパ タ ー ンに

直 して似 て いるもの を接 して未来 を予沸す

る点で､ 人間の経 験 に よる予 測 と似 て いる

点で界味潔 い｡
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図5

(A)観潮値 (平滑化されたもの)

(B) (A)を加えたア トラクターを

使って予測をした場合

(C) (A)を除いたアトラクターを

使って予測をした場合
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