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1. 序

臨界温度(Tc)以｣二の無秩序相から Tc以下の温度に急冷された系における秩序親 の形成過

程に関する研究は,かな りの歴史がある(Gullt()lletal.(1983),太田(1985), Furukawa(1985)

などを参照).そこでの興味の中心は,強磁性休における自発磁化やネマティック液晶における

配向ベク トルなど,秩序度を表す変数 (秩序変数)の空間的パターンの成長の様子である.観

測されるのは分子 ･原子よりもはるかに大きなスケールのパ ターンであるから,それらは個々

の物質の微視的な個性全体によるのではなく,秩序相の対称性を表す少数のパラメータだけに

依存する.そこで,分子 ･原子のスケールから見れば粗視化されてほいるが,巨視的には局所

的な秩序変数場 として,ベク トル場 ¢(r)を考える.秩序変数の成長過程を記述するモデルと

して,〈桝 の関数として表される現象論的な自由エネルギーFを考え,その勾配が ¢の駆動力

になるとい う,次のような方程式を出発点とするのが自然である.

(1.1) ∂4)_ ∂F
∂J ∂¢' F-/dDr liI∇¢12-iγl¢12･iglQI4]

(γ>0, g>0).

ここで,空間はβ次元ユークリッド空間で,¢はⅣ元ベク トルである.強磁性体や液晶だけでな

く,- .)ウム4の常流動一超流動転移や 2元合金の秩序一無秩序転移における秩序化過程などは,

このモデルで記述できる.ただし,前者では 〃-2,後者では 〃-1で,強磁性体や液晶ではさ

まざまなNの場合があ り得る.秩序変数がⅠ¢I-町eq-√万i-で一方向にそろったとき,エネル

ギーFは最低値をとり,これが秩序相の平衡状態を表す.初期に無秩序相,つまり,l¢l≪ F eq

で徴少なゆらぎがある状態にあった系がエネルギーを散逸 させて,最低エネルギーをもつ秩

序状態にいきつ く過程を記述する最も単純な連続場モデルが (1.1)式で,時間に依存 したギソ

ツブルグーランダウ (TDGL)方程式とよばれる一群の方程式の一つである (モデルの詳細は,

Guntonetal.(1983)参照.秩序変数が一つのベクトルでは表されない物理系も当然ある).秩

序化過程の研究は,冶金学の分野における合金を対象とした研究が先行したという歴史的な事

情 もあって,これまで N主1の系についての研究が主に行なわれてきた.その過程における秩

序相の空間的パターソは,二点相関関数 C(11･-T･′I,i)-(¢(T･,i)･¢(r′,i))の時間発展が

一つの特徴的長さ l(i)によってスケールされる(つまり,C(Y,i)-F(r/I(i))を満たす)こと

で示されるような相似的発展をすることが知 られている (太田 (1985),Furukawa(1985)お

よびそれの引用文献,(1.1)式に類似なモデルを数値計算 した例 として,Puri and Oono
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(1988)).つまり.各時刻の秩序変数の空間的/くターンは,l(i)を単位として見るといつも同様

に見えるのである.最近我々は,液晶や超流動- リウムを念頭において,ほとんど研究が進ん

でいない〃ゴ2の系の秩序化過程に注 目してきた (Toyoki and Honda(1987),Toyoki

(1988)).

位相的欠陥が存在し得る系では,秩序化過程は,急冷後早期における位相的欠陥の形成過程

と,その後のそれ らの消滅過程 という 2段階に分けられ ると考 えられてい局 (Kawasaki

(1984)).つまり,過程の早期において,空間のほとんどいたるところI¢I-F e｡であって,向

きはそろっていない状態が実現し,その後向きの秩序化がおこるのである.(1.1)式中,Fの

第 2,3項の徴係数で表される局所的な力は中の振幅 l¢lの発達に寄与するだけで,それの向き

をそろえる効果は第 1項だけから生じるが,それらの速さを評価することにより,上記のシナ

リオが成 り立つことを簡単に示すことができる.このように,後期では,秩序変数の空間は

N-1次元の球面と考えてよく,向きの乱雑さは,d次元ホモ トビ一群(ただし,d≦D)によっ

て区別 される位相的欠陥の分布によって特徴づけられる (位相的欠陥の分類については,

Kleman(1983)など).位相的には区別できないゆらぎほ当然あるが,まず欠陥の位置という

自由度だけに着目するのが妥当である.ここでは,そのうちでも最も簡単であって,唯一実験

が行なわれているN-D-2の系の振舞いについて考察する.すでに端緒的なデ-タを公表し

ているが (Toyoki(1988)),それよりも一歩進んだ理解を示したい.この系での欠陥は,超流

動- リウム4の渦点としてよく知られているように,点状でその強度は整数によって区別され

る.それらの消滅は対消滅か境界による吸収によってなされる.その過程を考えようというの

である.

2.モ デ ル

点欠陥の分布 ir.･li-1,2,...,n)が与えられたときあ系のエネルギーは,近似的に

FD--∑OiOjloglr.1-1･,日<t'j>

と表される(例えば,Nelson(1980)).ここで,和はすべての点欠陥対についてのものであり,

Oz･は欠陥の強度を表す.運動方程式の作 り方は自明ではないが,エネルギーの勾配によって駆

動力が表されるという(1.1)式と同様に考えて

(2.1)
drt･ ∂FD

di arz･

-∑oz･Oj rz･-1'j
i iT'i-rj

メ+ 1

と書 く･(TDGL方程式から欠陥の運動方程式を導 き出す方法の定式化の試みについては,

Kawasaki(1984)).ここで,後の記述 との関係で指数βを導入した.強度 oiとO,･の欠陥どう

Lが衝突した場合には,合体して強度 oi+ojの欠陥となるものとする.本報告では,単位強度

(仇-±1)の欠陥だけからなる系を考える.正負の欠陥の衝突は対消滅を意味する.欠陥が形成

された初期の段階では高次の強度をもつ欠陥も存在し得るが,(i)強度が違 う欠陥どうしの衝突

が低次の欠陥を生み出すこと,(ii)駆動力は強度に比例することから,高次の欠陥は早 く消滅し

てしまう.従って,秩序化の最後の段階は単位欠陥だけからなる系と考えてよい.
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3. 数 値 実 験

上記のモデルに対する数値実験を報告する.初期分布として,同数の正負の点欠陥の位置を

乱数によって与える (一方符号の初期欠陥数をNoで表す).菟界条件は,4Heのモデルである

ことを念頭において,超流動速度が壁と平行になるよう､に,鏡映効果をもつ壁とする.埠形の

系では無限個の鏡映像ができてしまうが,計算では一次の像だけを考慮にいれることにする.

また,すべての欠陥問の相互作用を考えると,計算時間は欠陥数 Ⅳ の 2乗倍で増え,大きな系

の計算ができないので,次のようにして,相互作用を有限の範囲に限るごとにする.系を格子

状に矩形のセルに分け,セル(i,I)にある欠陥に対 してセル ((i±k,j±l)rO≦k,l≦ic)中の

欠陥 との相互作用のみを考えるのである.これによって,計算時間は N のオ-ダ-におさえら

れる.欠陥の配置はランダムであるために,遠 くの欠陥からの影響は打ち消 しあって大きな影

響をもたないであろうから,このような近似は妥当である靴主1.時間発展はオイラー差分によっ

て行ない,欠陥の核の大きさf以内に近づいた正負の欠陥ベアは消滅 させる.欠陥の位置の変

化によって所属するセルが変わるから,各欠陥のセル番号の付け替えは 1ステップごとに行な

う必要がある.また,セルあた りの平均欠陥数 n｡を一定に保つように,欠陥数の減少にとも

なって,セル数も減少させる.

図 1に示すデータは,初期の欠陥数を正負それぞれ N｡-2000,また nc-15,ic-1として計

算したもので,初期分布が異なる5回の計算の平均である.また,図 2,3でも同様であるが,

時間のきざみ幅は Alで表 してある.(a)からN∝t~1･05が得られる.これは,第 4章で述べる

次元解析的結果とほほ一致する.指数のずれ 0,05は系の有限性によるものなのか,本質的なも

のなのかほ分かっていない削 2'.(b)は平均最近接欠陥問距離の変化で,d十.,dト はそれぞれ正

どうし,正負問についてのものである.d.⊥,d十_の双方とも to･5に比例している.N∝dffが

成 り立っていることから,同符号の欠陥だけの分布に注 目すると,初期同様にランダムである

と考えられる.一方,初期状態(正の欠陥分布と負のそれは互いに無相関)では dH-dト であっ

たものが,べ き乗則が成 り立つ領域では d.Jd.I-1.6となる.比が一定であることは各時間

の分布が相似的であることを意味している.しかし,その根拠を理論的に明らかにすることや,

この比の値を導 くことはできていない (このことの最近の発展については,Toyoki(1989)).

系の特質を知るために,異なる力のレンジをもつ系の数値計算を行なった.(1.1)式における

βが 2および3である場合についての結果をそれぞれ図2と3に示チ.図 2は,初期分布が異

なる3回の計算をまとめてプロットしたもの,図 3は 1回の計算についてのものである.点の

数の変化は両方 とも単一のべきで表される(〃 ∝J~∂)が,表 1のように ∂ほ理論値より小さく

なる.これは,♂十+∝♂十_が成立していないこと(図 2,3の (b))と関係する.実際の欠陥の分

布を例示 したものが図 4であるが,見て分かるとお り,β-2では相似的発展をしておらず,

初期分布における濃度ゆらぎが点の消滅過程の問に拡散せず,そのまま後に残ってしまう様子

が見られる.β-2,3の場合には力のレンジが短いために,次元解析的 (平均場的)議論ができ

ないのである.そうい う意味で,現実の系で見られるβ-1のケースは相似則が成 り立つ特別な

1) ニュー トン方程式に従 う粒子系 (慣性項がある系)の分子動力学シ ミュレーションを行な う場合に

は.この点については陰重でなければならないが,ここでのモデルのような純粋に散逸的な系で,か

つ,粒子の分布が ランダムな場合には,このような近似によっても系の発展の統計的性質は変わら

ないであろう.先の論文(Toyoki(1988))で.β=1についてだけであるが,近似なしの計算をN.-
500の系で行なって,同じ結果が得られることを確かめてある.

2) 最近,準周期的境界条件 (境界からic個のセルまでについて周期的 とする)による計算を行なった

ところ,次元解析どお りの結果が得 られることが分かった(Toyoki(1989)).従って,このずれは

境界の影響であると思われる,
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Distance

(b)

図 1. (a):点欠陥の数,および (b):最近接点問距離の平均.♂-1,At-5×1017.初期の欠陥数

は Noで,横軸はAtを単位として表示してある (図 2,3でも同様).実線は傾 きがそれぞれ

(a)では-1,(b)ではO.5で,ガイ ドラインとして記入したものである.
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図 2. 点の対消滅過程 (1).β-2,Al-2.0×10-8,i-0.005の結果.実線は次元解析的に予想され

る変化で,傾 きは-2/3.
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Distance
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図 3. 点の対消滅過程 (2).6-3,At-1.0×10110,f-0.005の結果.実線は次元解析的に予想さ
れる変化で,傾きは-1/2.

蓑 1. 指数 ∂の理論値および数値実験値.

β 1 2 3

理 論 値 1 2/3 1/2

数値実験値 1.05 0.■56 0.4
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図 4･ 点 (欠陥)の空間分布の変化･同じ初期分布から出発したβ-1とβ=2の場合.強度±1の

欠陥の位置をそれぞれ○と△で表 してある･欠陥の消滅につれて,β-2では○,および△そ

れぞれの分布に非一様性が目だってくるが,β-1ではラ//ダムなままに見える.

1 72-



｢ランダムなフラクタル･パターンの成長機構と統計｣

場合であるといえる..

4.理論的考察

(2.1)式の次元解析からすぐに(長さ)∝(時間)1′(β川 が得られるが,運動論的には次のように

考えられる..N∝dr.D,およびdH∝d+_が成 り立つ相似的発展を仮定しよう.平均衝突時間を

α(i)-1 とすると

坦'r_(_/J
di --a(()N(I)

が得られる.最近技の異符号欠陥問距離 Z(i)が 之ニーZ ~β に従 うとき (βは(1.1)式のβと同

じ).a(i)∝d.-LP'1)が成 り立つから

許
--N l+(P'l)ID

と書ける.よって,N(i)∝t~D/(P'1)が導かれる.d.十や dト は系の特徴的長さを表すので,こ

れは次元解析と同じ結果であるといえる.蓑 1にこの結果と数値実験の結果 とを対照 してお

く.

5. ま と め

まだまだ粗い話であるが,〟-刀-2の系における点状欠陥の対消滅過程は相似的発展をす

ること,それには,力が距離の逆数に比例することが本質的に重要であることが示されたと思

う.分布がランダムであれは系中のある面積にはいる欠陥数は二項分布に従 うはずであるが,

最近の数値実験で一方符号の分布がそ うなっていることを確かめた (Toyoki(1989)).

実験例としては,分子の配向を膜面内に限ったネマティック液晶膜についてのものが発表さ

れている (Shiwakuetal.(1987)).液晶は棒状分子からなる系で,分子には前後の区別がな

いから,〟-2のベクトルとは異なるが,強度が 1/2の整数倍で区別される点欠陥をもち,それ

らが対数相互作用をもっことも分かっている.Shiwakuetal.(1987)は,光学顕微鏡により

欠陥数の時間変化を観察し,｡Ⅳ ∝ J~0･7を得た.実験では,高次の強度をもった欠陥も含まれて

いることが観測されていることから,本稿の結果との差異はその点に起因すると考えられる.

この考えは,数値実験によって支持されるが,それは別の機会に詳しく述べたい.

また,同様な描像が他の Ⅳ-β の系に対しても成 り立つと考えられ,今後の研究が待たれ

る.

なお,数値計算には,山梨大学情報処理センターのACOS850を用いた.
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