
研究会報告

マルチフラクタルの統計力学的定式化*

東京大学 物性研究所 甲 元 真 人

(1989年5月 受付)

1. 序

非整数の-ウス ドルフ次元を持つフラクタルは,近年多様な系で兄いだされている.その中

で,古典的カン ト-ル集合やシェルピソスキー ･ガスケットなどほ厳密に自己相似性を満たし,

単純な生成規則を逐次的に適用することによって作ることができる (Mandelbrot(1983)).し

かし,一般の物理現象から生ずるフラクタルでは,上の例のような単純なスケ-7)ソグ構造は

なく,スケ-1)ソグ指数のスペク トルを考えなければならない.この種のフラクタルはr7ルチ

フラクタルと呼ばれている (Halseyetal.(1986)).

ここでは,形式的に統計力学的手法を用い,エン トロピー関数とそのルジャンドル変換 (例

えば,LandauandLifshitz(1969)),及び自由エネルギーを導入することにより,マルチフラ

クタルのスケーリング的振舞いが完全に記述できることを示そ う.

2. フラクタルにおけるエントロピー関数

2.1 エントロピー関数

まずはじめに,系統的に分割することによって作られるフラクタル集合を考えよう.ある球

の集合が )lステップで N(n)個の球に分割される.とし,次のステップでそれらはそれぞれ分割

され,N(n+1)個となるとする.特別な場合として,各々の球が毎回a個に分割されるときは

簡単に,N(n)-anとなる.一般に,N(n)を羊べき乗 という形になる必要はないが,その場合

でも,lna-lim tl1nN(n)/n])の極限値は存在するであろう.n･-CO

さて,直径が l.･の球の分布に注目しよう.後でわかるように,ll･ではなく,lnliあるいはス

ケーリング変数

(2.1) Eiニー(lnli)/n

の分布を考えるほうが自然である.nが大きくなると,lz.ほゼロに近づくが,Ez･ほ有限値にと

どまる.(2.1)式を Iz-exp(-net)と書けば,E,･は Il･に対するスケーリング指数となってい

ることがわかる.

スケーリング指数 Eが EとE+dEの問にある球の数を 12(E)dEと書けば,nが大きくなると

次のようなスケーリング形が期待される:

(2.2) 12(E)-eXp[nS(E)]

S(E)をステップ数あた りのエントロピー関数と呼ぼ う.(2.2)式はフラクタル集合の基本的性

春稿は,統計数理研究所 共同研究 (63-共会-51)における発表に基づくものである.
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質と考えることができる.逆に言えば,あるフラクタル集合はそのエソトpピー関数 S(E)vL

よって特徴づけられる.(2.2)式はエントロピーが示量変数であるという熱力学の基礎的性質

に対応している.実際,これは熱力学の存在に対する必要条件である.

2.2 エントロピー関数の計算

次式で定義される分配関数及び自由エネルギーを導入する:

(2.3)

(2.4)

〟

Z(β)-∑ lfzr-I
〟

-∑ exp(-βne8-)i=1

F(C)-忘 InZ(6)-忘 ln岩 exp(-3nEz･)

エソトpピー関数はF(β)から求められることを示そう.(2.3)式の和を分布B(E)を用いて
Eについての積分に置き換えると,

(2･5) Z(β)-/dEB(E)exp(-CnE)

-/dEeXP(.nlS(E)-CE])

となる.nが大 きい場合,(2.5)式の積分はS(E)-CEの最大値によって,exp(nlS(くE))

-βくE)】)のように書くことができる.Eの極値を (E)と書くと,

･2･6) 掌 L =<., -β

を得る.ここで,くE)はβによることに注意.自由エネルギーは (2.4)式と (2.5)式より

(2.7) F(β)-S(〈E〉)-β(E)

のように求められる.これはルジャンドル変換にはかならない.エントロピー関数がわかると,

(2.6)式及び (2.7)式からβとF(β)を決めることができる.一方,F(β)がわかれば,これか

らS(e)とくE〉を決定することができる.そのためには(2.7)式をβについて微分すればよい.

(2.6)式を用いると,

(2.8) (E)--dF(B)/dB

が得られる.(2.7)式及び (2.8)式より,エントロピー関数は次のようになる:

(2.9) S((E))-F(B)-3(dF(8)/dB)

--β2意[F(C)/β】
このように,一旦自由エネルギーがβの関数として求められれば,(2.8)式からくE〉が,(2_9)

式からE-(E〉におけるS(E)が計算できるわけである.

くE〉の意味を理解するために,(2.4)式を (2.8)式に代入すると,

〟

(2.10) くE)-∑Et･eXp(-βnEzL)/Z(β)11=1

を得る.従って,〈E〉はexp(-βnEt･)-lzQに比例する確率分布に関するEiの平均であることが
わかる.
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自由エネルギーは,他の興味ある物理量に関する情報を含んでいる.例えは,以下の(2.ll)

式で定義される-ウス ドルフ次元は,自由エネルギーがゼロとなるβCにはかならない.β-βC

では,(2.7)式はS((Ec))-βC〈E)Cとなる.ここで,(E〉Cはβ-βCにおける(E〉の値である.
従って,球の数 B(〈E〉C)-eXp(nS((E)C))は次のようになる.

(2.ll) 9(くE)C)-eXp【βen(E〉C]-くl〉C-DH

ここで,くl)C-exp(-n(E〉C)であ り,(E)Cは Izに対する代表的なスケー リング指数とみなせ

る.

2.3 具体例 :カン トール集合

古典的カン ト-ル集合は,区間 [0.1]を以下のように分割することによって作ることがで

きる.まず,区間 [0,1]の中央を取 り除 く.次に,残 りの2つの区間各々について,中央の

1/3を取 り除 く.この過程を無限に繰 り返すことによって,カソトール集合が得 られる.この操

作から,nステップにおけるカソ トール集合は2nの分割された区間を持ち,その区間の長さは

3lnであることがわかる.従ってこの場合.Eは定数で,ln3である.自由エネルギーは(2.4)

式より

(2.12) F(β)-1n21β1n3

のように求められる.エン トロピー関数及び-ウス ドルフ次元は,S(E)-ln2,DH-1n2/ln3
となる.

3.確率測度の乗ったフラクタル

第 2章の定式化を,確率測度を持つフラクタルの場合に拡張 しよう.n番 目の分割で,i番目

の球が九 とい う測度を持つとする.スケ-ル指数 αL･を導入すると,

(3.1a) P.I-lF''

あるいは (2.1)式を使い,

(3･1b) αZ- -‡ 忘1nDz

となる.第2章 と異なり,ここでは2つのスケール指数 古とαの分布を考えなければならない.

スケール指数 Eとαがそれぞれ,SとE+dE,aとa+daの問にあるような球の数を 9(E,α)

と書こう.マルチフラクタルに対してnが大きい場合には,次のようなスケー リングが成 り立

つことが期待 されよう:

(3.2) 9(E,α)-exp(nO(E,α))

ここで,12(E,a)は一般化されたエン トロピー関数である (Kohmoto(1988)).

Halseyetal.(1986)に従って,次のような一般化された分配関数を考えよう:

(3.3) r(q,β)-∑がIlPZ･

-∑exp(-net(aiq+β))I

一般化された自由エネルギー (Kohmoto(1988))紘
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となり,明らかに

(3.5)
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G(q,β)-ilnr(q,β)

Z(Jn-I'(q-0,8)
F(β)-G(q-0,β)

のような関係があることがわかる.一般化された--/トロピー Q(E,a)を用いると,(3.3)式

は次のように書ける:

(3･6) F(q,β)-/dE/daexp[n(Q(E,aト (αq･β)E)]
(2.5)式と同様に,積分はQ(E,α)-(aq+β)Eの極値で支配され,(3.4)式は

(3.7) G(q,β)-Q(〈E〉,〈α)ド ((α)q+β)〈E〉

となる.ここで,〈E)と(a)はQ(E,α)-(aq+β)Eの極大値を与える点である.従って,

幣 l亡=<亡,,a=<a,-〈a,q･β

幣 l亡=<.,.q=<0,-くE,q

となる.このように Q(E,a)からG(E,α)を求めることができる.逆に,G(E,α)がひとたび

求まれば,くE),(a〉及qQ(E,α)紘

(3･10) <E,--i G(q,8)

(3･1° <a,<E,--iG(q･8)
(3･12) 0(<E,,くa〉)-G(q,β)-q幣 -β讐 売淫

によって計算することができる.(3.10)式と (3.ll)式より,〈E〉とくa〉ほ

(3･13) % <E,-i(<a ,<E "
により互いに関係づけられている.

エントロピーS(E)と一般化されたエントロピーとの関係は

(3･14) explnS(E)]-/daexp[nQ(E,a)]
となっている.Q(E,a)が αに関して極大となるのほq±0のときであるから,S(E)紘(3.12)
式でq-0とすることにより求められる.このことは (3.5)式からも容易に理解できる.
S(E)と同様に

(3･15) explnS,(a)]-/dEeXplnQ(E,α)]
は αに関するエントロピーと考えることができる.Q(E,α)が Eに関して極大となるのは aq

-47-



研究会報告

a

(a) (bj

図 1. (a) E-a平面におけるQ(E,a)の概略図.一般化されたェソトロ･ビーQ(E,α)は領域
ACBDにおいてのみ,Q(E.α)≠0である.(bJq-β平面におけるQの概略図.点 Q,A,B,
C,D及びEは(a)の各点に対応する.

+β-0が満たされるときであるから,(3.7)式と (3.15)式から

(3.16)

となる.ここで,qとβは

(3.17)

の関係を満たし,αは

(3.18)

S′(α)-G(q,β)

qaG(q･8)+caG(q･C)-o
aq aC

αニーβ/〟

で与えられる.

図 1(a)にQ(E,α)の概略を示す.Q(i,a)は E-a平面のある領域でQ(E,a)≠0である.

曲線AOB上で Q(E,a)はaについて極大となり,S(E)-Q(E,a)を与える.q-β平面でこ
れに相当する曲線は,図 1(b)で q-0である.エントロピTS′(a)は Eについて極大値を与え

る曲線 DOE上の Q(E,a)によって与えられる.q-β平面でこれに相当する曲線は,aq+β-
0である.曲線 CED上では G(E,α)-0となり,I(α)紘

f(α)-Q(E,a)/E

または

f(α)-∂Q(E,α)/aE

により,Qから求められる.この曲線はq-β平面ではβ-βC(q)に相当する./､ウスドルフ次元

はβ｡(0)によって与えられる.

3.1 臨界点

第 2章で,臨界値 βCが-ウスドルフ次元を与え,対応する(E)Cが代表的なスケール指数を

与えることを示した.今の場合,βの臨界値はqに依存し,
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(3.19) G(q,Bc(q))-0

となる.βC(q)は一般化された次元の集合とみなすことができる.βC(q)に対応するスケール指

敬(E)Cは,qのある特別な値に対して代表的なスケール指数と考えられる.(3.7)式,(3.8)式

及び (3.19)式よりQ((E〉,〈α))は臨界点で

(3.20) Q(くE〉C,くα〉C)-
∂Q((E〉C∴(a〉C)
∂E

の関係を満たすことがわかる.この微分方程式を解けば,

(3.21)

を緒る.ここで′(〈α)｡)は

(3.22)

Q((E)C,(α)C)-くE〉cf((α)C)

∫((α)｡)- ∂Q(〈E)C,〈α〉C)
aE

により与えられる.(3.22)式を (3.8)式と (3.9)式に代入すれば,

f((a)C)-(a)cq+cc(q)

〟(α)
da

が得られる.さらに (3.23)式,(3.24)式から

(3.25)

iq=<Q,C-q

(α)｡ニー!担迎
(ね

を得る.このように(3.19)式を解 くことによりβC(q)がひとたび求まれば,くa〉C及びf(くa〉C)

は (3.23)式,(3.25)式から計算することができる.I(a)を用いると,球の数 9(E,a)紘,

(3.2)式,(3.21)式から次のように表される:

(3.26) B(E,α)-eXp【nくE〉cf((a)C)]
-くJ〉了 (α)

ここで,(I)C-exp(-nくE〉C)は代表的な長さである.(3.26)式を(2.ll)式と比較すれば,I(a)

(Halseyetal.(1986))が一般化された次元の集合と考えられることが理解できよう.

4. ま と め

フラクタルの トポロジカルな性質のみを考える場合には,完全に統計力学のカノニカル分布

と対応する定式化が可能である.ところが,フラクタル上の確率分布を考える場合には,それ

を一般化し, 2つのスケーリング指数 α,Eに関する統計力学的定式化を必要とする.この場

合,いわゆる′(α)関数だけではフラクタルを特徴づけるには不完全である (特別な場合のみ,

すなわち確率分布を一定にする分割,またはルベーグ測度を一定にする分割の場合は簡単にな

り,たまたまフラクタルのスケーリング性を特徴づけるのにf(α)で十分である).このような

事情を理解する研究者はまだ非常に少なく,単に′(α)を計算するか,または不完全な統計力学

との煩推を追求しているのが現状である.この意味で,この分野はさらに発展する可能性を持っ

ている.
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