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1. は じ め に

パ ーコレーション ･システムは,統計的自己相似性を持つ ランダム構造の最 も基本的なモデ

ルである.これは,適当な格子上にランダムに確率 カで点を配置 し,もし,ある点の最近接に

点が存在すれば,その 2つの点を線 (ボン ド)で結ぶ とい う極めて単純な規則に従って形成さ

れる系である (サ イト･パーコレーション).パーコレーシ ョン (浸透)とい う名の通 り,I確率

pを 0から徐々に大 きくしていくと,ボン ドで結ばれたクラスターの平均サイズは次第に大き

くな り,ある特別の濃度 カ｡のところで発散 (浸透)する. この濃度 カ｡ほ,熱力学的相転移に

おける臨界温度 と同様の意味を持つことから,臨界濃度 と呼ばれている.臨界濃度近傍におけ

るパーコレーション ･クラスターの幾何学的振舞いは,少数の独立な臨界指数によって記述で

きることが以前から知 られている. これらの指数は, ランダムな構造を持つ物質を理解する｣二

で重要であ り,様 JZな研究がなされている (Stauffer(1985)).

パ ーコレ-ショ./,･システムが,♪C近 くで臨界的に振舞 うとい うことは,bc近傍における系

がフラクタル的であることを意味する.近年,このフラクタルとい う概念を積極的に利用 し,ラ

ンダム系を統一的に理解 しようとする試みがなされている.特に,拡散,振動,波動などの動

的性質に関 しての研究は, この数年間でめざましい発展を遂げている.deGennes(1976)は,

ランダム系の様々なダイナ ミクスを知るためには,その系での拡散現象を理解すればよいこと

を示 した.その後,Gefenetal.(1983)により,フラクタル ･ネット上での拡散に対するスケー

リング理論が与えられ, これに基づいたダイナ ミクスのスケー リング理論が多 くの研究者に

よって示 された.その中で最 も興味深い議論の一つに ､､フラク トン励起〟の議論がある. フラ

ク トンとは,AlexanderandOrbach(1982)によって命名されたフラクタル系に特有な励起で,

均質系における励起 とは全 く異なる状態密度を持ち,そのモー ドは空間的に局在 している

(RammalandToulouse(1983)).このような励起は,振動系や,電子系など異なる物理系で

同じように存在すると思われているが,以下では振動問題に限って議論することにす る.

我 々は,スーパ-コンピューターを用いた大規模なシ ミュレーシ ョンを行なうことによって,

巨大なパ-コレーシ ョン ･クラスター上にフラク トンを励起す ることに成功 した. これによ

り, フラク トンの振動状態密度 とフラク トン波動関数を求めた.その結果,状態密度はスケー

リング理論による予測 と一致 し, フラク トンという励起が実際に存在することが明らかになっ

たが,その波動関数は,理論的に考えられていたようなものとは異なることが分かった.

次章以後の構成は次の通 りである.第 2章では, フラク トン励起に対するスケー リングの議

論を簡単に紹介し, フラク トンとは如何なる励起かを説明する. さらにフラク トン波動関数に
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｢ランダムなフラクタル ･パターンの成長機構と統計｣

ついて,どの様な予想がなされているかを概観する.第 3葦では,我々が用いたシミュレーショ

ンのアルゴリズムについて述べ,それによって計算された結果を第 4章で示す.第 5章は結論

であ り,特に,-フラク トンのモー ド･パターンに関する我々の結果 と,従来の理論との相違の

原因について議論される.

2. フラクトン励起のスケーリング理論

フラクタル系のダイナ ミクスが,系の拡散 と密接に関連 していることは上で述べた.拡散を

支配するマスター方程式から振動の状態密度を求める議論は,AlexanderandOrbach(1982)

に よ り与 えられているが,本稿では,別の方法で フラク トン状態密度 を求めてみ よ う.

Alexanderと Orbachによる議論は,スカラー変位のみを有する系に適用されるが,以下で述

べる方法では,より一般的なベク トル変位に対しても有効である. ここでは,系が

(2･1) H-ia<S,gijl(uz･- a,A)･ri,･]2+iC<宗 ,gz･jgz･k(80jzLh)2

で記述されているとして考える.第一項は,ボン ド伸長 (Stretching)力を記述する項であり,

aがその強さを表 している.gtjはサイ トiとjの両方が占有されているときには 1,それ以外

のときには 0をとるものとする.また, a.･はサイ トiの変位であ り,rzL,･はサイ トiからjへ向

か う単位ベク トルを表す.第二項は,ポン ド変角 (bending)力を表 してお り,βはその力定数

である.Sej.･kはボン ド(ij)とボン ド(ik)の間の角の平衡からのずれを表 している.和は最

近接格子点すべてについてとられる.

さて,パーコレ-ショー/系を記述するためのモデルとしてnodes-links-blobsmodelがある

(Stanley(1977),Coniglio(1981),KantorandWebman(1984),Feng(1985),Webman

andGrest(1985)).これは,複雑なパーコレーション ･ネ ットワーク (図 1(a))ーを一辺が fp

(相関長)の規則的ネットj-クと見なし,その一辺が図 1(b)のような内部構造を持っている

ようなモデルである.相関長は/i-コレ-●ショソ系に唯一の特徴的長 さであ り,b<bcではク

ラスタ-の大きさ,b>♪Cではボイ ドの大きさの程度を与える.nodeとは図 1(b)の●で示さ

れるような結節点を指している.また,linkとはその一本を切断すると辺が二分されるような

ボン ドをい う.それ以外の,多重に連結 したボン ド部分がblobである. このnodes-1inks-

blobsによるネットワークをさらに図 1(C)のように有効バネ定数 K のバネによる規則的ネッ

トワーク構造 と見なしてしまう.有効バネ定数を正確に評価することは難 しいが,blobsを剛体

f･･I ･=･+i･

(a)

壬= EJ,JI-

(b)

図 1. Nodesllinks-blobsmodel:元のパーコレーション･クラスター (a)の骨格 (backbone)
をnodesとIinksとblobsによる(b)のような構造 と考える.さらに,これを有効,;ネ定数

K (fp)の規則格子 (C)と見なす.
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と考えることによって,

(2.2)
K-1 ～ (i)-1+(蓋)~l

と表せる (KantorandWebman(1984),FengL1985㌦ WebmanandGrest(1985)).こ こ

で,Llは linkの総数であ り,Llの濃度依存性は

(2.3) Ll～ (bll)C)~1

であることが Coniglio(1981)によって報告されている.(2.2)式から重要な結論が引き出せる.

すなわち,変角力を含むパーコレーション系には,新たに

(2･4) dc～(悉)1′2
で定義 される特徴的長 さが生まれることになる.相関長Epが Ep≪dcであれは,(2.2)式 より

(2･5) K～芸
とな り.変位による弾性エネルギーはボンドの伸長が担 うことになり,fp≫dcならば逆に,求

ン ドの変角の効果が主にな り,

(2.6) Å■～
β

Llfl

となる.このような新しい長 さdL･が存在することにより,系の振動の状態密度は言p,dc,Ju波

長)の大小関係に大きく依存することになる.

さて,有限サイズL(≪fp)のパーコレーシ ョン ･クラスタ-を考えよう.この系の最低振動

数近傍における状態密度は

(2.7) p(a),L)～1
LDAB)

で与えられる.Dはフラクタル次元であ り,従 ってLD は系の体積に比例する.また,AaJは最

小固有値 a)min近 くの固有値間隔である.状態密度が(2.-7)式で表 されるためには,エネルギー

固有値に縮退がないことが仮定されるが,パーコレーシ ョン系の非対称性に起因する準位反発

のため,この条件は満足されていると考えられる.Aa)はこのとき,a)mlnと置 き換えられるから,

(2.8) AaJ～ wm.n～(# )liz

として与えられる.ここで,M (L)は系の質量,K (i)は系の有効/;ネ定数であ り,(2.2)式

の fpをLで置 き換えたもので与えられる.このとき,LlのL依存性が必要になるが,これは有

限サイズ ･スケー リングの議論を (2.3)式に適用することにより,

(2.9) Ll～ Ll/y

となる.ここで,Vは相関距離に対する指数である(EL,～J9-bc巨y).システム ･サイズLが

L≪dcであれば,(2.5)式 より有効バネ定数 K(L)は d/Llに比例 し,L≫dcならば(2.6)式

よりK(L)～ β/(LIL2) となるので,(2.5)-(2.9)式より,

(2.10) p(a)man,L)～ W孟㌫1
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と書ける.ただし,dほ

(2.ll)

(2.12)

d-

･2D

2+(t十β)/i/

2D

2+(∫-β)〟

エ≪♂｡

L≫dc

である.ここで, 才は伝導度の指数で,′は変角力がある系の弾性定数の指数である.このよ

うに,系の大きさによって最低振動数近 くやの状態密度は異なる振動数依存性を示すことにな

る.このことから,無限に大きなパーコレ⊥ション系iこ励起-された振動数 ふ近 くの振動の状態

密度を考えることができる.この振動の波長を)とするとral近傍の状態密度は有限なサイズ

)のパーコレーション系の最低振動数 仙 li｡近 くでの状態密度に等しい.従って,無限系での状

態密度として,

(2.13) g(a')～ a'd--1

が得られる.ただし,(2.ll),(2.12)式に対応 して,

2D

♂- 2十 (i-β)h /

2D

2+(∫-β)〟

=ds; aJ≪a)sv

=dv; a)≫wsv

である.a)svは,波長が dc程度となるクロスオーバー振動数であり,(2.8),(2.9)式から得 ら

れる分散関係

(2.16)

を用いると,wsvは

(2.17)

aJ(A)～kD/d=

aJsv ～ dcID/a-S

と振舞 うことが分かる.(2.14),(2.15)式で定義される 房をフラク トン次元 と呼ぶ.(2.13),

(2.14)式の状態密度を持つ励起には,おもに系の伸長力が関与しているが,このフラク トン次

元はスカラー変位のフラク トン次元と同じである.これより,(2.13),(2.14)式で記述される

励起をスカラー ･フラク トン,また,(2.13),(2.15)式のようなベク トル変位特有の状態密度

を持つ励起をベク トル ･フラク トンと呼ぶことにする.

臨界濃度以上のパーコレーション系を考えてみよう.このとき,系を評価する尺度が相関長

fpよりも長いか短いかによって構造は変わってくる.Epよりも短いスケールでは,系はフラク

タルであり,これよりも長 くなると一様構造として見えてくる.従って,もし,パーコレ-ショ

ソ系における振動励起の波長が E♪よりもはるかに長ければ,励起は-様な有効媒質中のフォ

ノンとして振舞 うであろうし,波長が Epよりも短ければ,フラク トンが励起されることになる

であろう.そして両者は,適当な振動数のところでクロスオーバーすることになる.このクロ

スオーバー振動数 aJPfは

…≡.'l';三 W- (～～

のようにスケールされる.

E-D/d=S ; フォノソースカラー ･フラク トン クロスオーバー

E-D/d=V ; フォノソーベクトル ･フラクトン クロ,Aオーバー
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w TIJ･ WsL･ lnaJ up/

(a)ベクトル変位 (b)スカラー変位

lnαJ

図 2. パーコレーション系の状態密度の模式図:(a)変角力のある系でのE♪≫dcに対する状態密
度.(b)スカラー変位での状態密度.

さて,パーコレーシ ョン ･クラスター上に励起されたフラク トンのフラク トン次元は,他の

臨界指数β,〟,刀,～,′を数値的に求め ることに よ り得 ることがで きる.Alexander and

orbach(1982)は, こうして求めたスカラー ･フラク トンの フラク トン次元 d-Sがほとんど空

間次元dに依存せず 1.3近 くの値をとることから,正 しい d-Sはdによらず 4/3であると予想

した.また,ベク トル ･フラク トンの次元 d-Uは,2次元パーコレーシ ョン系で 0.8,3次元で

0.9の値をとることが知 られている.このとき,フラク トン次元が 1より小さくなるため,低振

動数での状態密度の様子はデバイ理論 (g(a))～ w d~l)で記述 され るフォノンとは著 しく異

なる.Ep,dc,)紘,各々濃度 P,伸長力 と変角力の力定数の比,および振動数を変化させるこ

とで変えることがで きる.系の状態密度は, これ らの組み合わせにより様々な振舞いを見せる

ことになる.図 2(a)と (b)は fJ,≫dcで ♪≠Dcの状態密度 と,スカラー変位のみの ♪≠bc

での状態密度を模式的に示 している.後に述べるように,我 々のシ ミュレーシ ョンはスカラー

変位のみの場合について行なわれた.

フラク トン励起の特徴は,状態密度だけではない.パーコレーション上のフラク トンは,常

に局在 したモー ドとなる.RammalandToulouse(1983)紘,∂<2であるならば,その励起

は空間的に局在 していることを導いた.彼らは, トポロジカルに乱れた系におけるエネルギー

･スペク トル と,その系でのランダム ･ウォークとの関係を利用 したが, ここでは有限サイズ

･スケー リングを用いた,より簡単な議論から彼 らと同 じ結論を引 き出せることを示す.

パ ーコレーシ ョン系の伝導度は臨界濃度近 くで o㍗ (p-♪C)tで表せることは前に述べた

が, これに有限サイズ ･スケ- 1)ソグの議論を適用す ると,♪～♪Cで

(2.20) 6- L~t/u

となる.ここでLは系のサイズである.コンダクタンス GL は,GLの大きなところで,GL～

dL d-2 となるので,そのL依存性は

(2.21) GL ～ L-i/U十d~2

となる. ここで, フラクタル次元に対するスケー リング関係式

(2.22)

とー(2.ll)式を用いると,G上は

D- d一旦L/
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(2.23) GL～ L'D/d=''d=-2'

と書ける.こ?コンダクタンスから局在 ･非局在を判定するβL-dllnGL]/dllnL]を求める

と,

(2･24) βL-号 (dz12)

となる.これより,d--S-4/3,d-V-0.8-0.9であるパーコレーション上のフラクト-/紘,βLが

負となり局在することが分かる.

局在 したフラクトンの波動関数は,対角的乱れに対するアンダーソソ局在 とは異なることが

予想される.Alexander等は,フラク･トンの局在波動関数に対して,

(2.25) ≠J,～ eXpト (r/A(al))d･]

の形を仮定した (Entin-Wohlmanetal.(1985),Alexanderetal.(1986)).ここで,A(W)

紘,フラクトンの局在長であり,d.が局在の強さを表す指数となっている.特に,dタ>1のと

き,Qf,は ､､超局在〝していると呼ばれる.dsの値に関する理論 (LevyandSouillard(1987),

HarrisandAharony(1987),Aharonyetal.(1987))はいくつか報告されているが,現在の

ところ,0･95<dlや<1･4(d-2)の範囲で一致した見解は得られていない.これらの理論はいずれ

も,フラクトンの局在中心から十分離れたところでは,波動関数が中心対称性を持っているこ

とを仮定している.後に述べるように,我々はこの仮定が正しくないことを明らかに し,従来

考えられていたような d.では波動関数を記述できないことを示した.いずれにしても,フラク

トンの局在の様子を明確にすることは,プラクトソ励起が関与したラソダム系の諸物性を理解

する上で極めて重要であり,系統的な研究が急がれる.

我々は,新しい計算機アルゴリズムとスーパーコンビニ.-クーを有効利用することによって,

フラクトンの状態密度,モード･パターン,および分散関係を求めた.次章で我々が用いた計

算のアルゴリズムを簡単に紹介する.

3.数値計算アルゴリズム

格子系の振動問題を計算機を用いて調べる方法として最も一般的なものは,ダイナ ミカル ･

マ トリックスと呼ばれるNxN正方行列 (Nは系の自由度)の固有値および固有ベクトルを求

めるものである.この方法は,比較的小さな系の全固有振動数や全固有モー ドを求めるには単

純で見通しがきくが,系が大きくなるとたちまち計算不可能になってしまうという欠点を持っ

ている.これは,計算を実行するために必要なコンピューター上のメモ リー ･サイズが N2に比

例するためで,例えば2次元正方格子上のスカラー変位による振動問題を平均的な大型 コソ

ピューク｣で計算する場合には,一辺が 50サイ ト程度の格子しか扱えないことになる.パーコ

レーション ･ネット上の振動励起を考える際には,この制約は致命的である.そこで我々は,必

要なメモリー ･サイズがNに比例するような全 く新しいアルゴリズム (WilliamsandMaris
(1985))を採用し,こゐ制限を取 り除いた.状態密度とモー ド･パターソは各々独立な7ルゴ

リズムによって求められるが,そのどちらも基本的アイデアとして ｢系の固有振動数は,同じ

振動数を持つ周期的外力に対し共鳴する｣ という事実を利用している.

単位質量の質点と,それらをつなぐバネ定数 1の線形バネ､から構成されたパーコレーション

･クラスターに対する運動方程式は
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(3.1) ･iiz(i)+∑Kijuj(i)-0J

である.u昌まi番 目の格子点上の質点の変位を示す.ここでは,変位はスカラーとして考える.

K-jは,jが tの最近接格子点であ り,かつ両格子点共に質点がある場合は 1,i≠jで,それ以

外の場合は0をとるものとする.さらに,K詔 ま,格子点 才の最近接で質点により占有された格

子点の数をZとすると,-Zの値をとる.さて,(3.1)式で表される系に周期的外力 F.cos(在)

･cos(a)i)を加えることを考える.ここで,F.ほ定数であり,¢Zは iに対 してランダムな位相

である.このような外力により,固有振動数 a))が a)に近い固有状態は共鳴を起こし,その共鳴

エネルギーは外力を加える時間 Jが増大すると共に aJ-a))にピークを持つ 6-関数のようにな

る.このことより,状態密度 g(α)は

(3.2) ど(α)-
8(E(i.a)))
7TtFo2N

と表すことができる.ここで,Nは系の自由度であり,(E(i,aJ))は ¢Z･について平均された系

のエネルギーを表す.この式から我 々は, ランダムな周期的外力を加えられた系の全エネル

ギーを計算することによって,状態密度を得ることができる.

単一モー ドを取 り出すためにも強制振動による方法が有効である.状態密度を求めるときと

同じような外力を加えて t-∞ とすれは 系に縮退がない限 り,外力の振動数 alに最 も近い

振動数を持つ固有モー ドのみが相対的に増強される.しかし,これでは非常に長いCPU時間を

必要とするため効率的ではない.ここでは,モー ドの選択性を高めるために,次のような方法

がとられた.

各質点の変位は,～-0のとき0で,外力も加わっていないものとする.次に,7時間だけ外

力 Fcos(wl)を加える. このとき,系がある程度共鳴を起 こし,Wに近い比較的多 くの固有

モー ドが増強されるような tを選ぶ.いま,i-後の各質点の変位を u(Ill)とする.次に,外力の振

幅を F z(1)-u (Z･l) と変換 し,系を初期状態に戻 してから同じ手順を繰 り返す.この操作をP回繰

り返すと,振動の共鳴幅 』βは非常に小さくなり,モー ドの選択性は向上する.このようにし

て,tとP･を適当に選ぶことによって単一モー ドを得ることができる.

本研究で用いられたアルゴリズムは,状態密度にしても,モー ド･パターンにしても,系の

運動方程式を数値的に解 き,その時間発展を求めることを基本としている.これは,実際の計

算において,系の自由度に比例するメモ リー ･スペースを要することを意味する.さらに,7

ルゴリズムが非常に単純なため,アレイ ･プロセッサを持つスーパーコンピューターにおいて,

プログラムは高度にベク トル化される.このため,我々は,通常のアルゴリズムと通常の大型

計算機を用いたシ ミュレーションよりも,50倍大きなシステムを 200倍の計算速度で計算する

ことができた.

4. 結 果

ここで用いられた計算法は,次の 3つの方法により,その精度がチェックされた.

(i) 2次元規則系における状態密度

(ii) 3次元規則系における状態密度

(iii) 1次元不純物 (lightmassimpurity)準位の波動関数

いずれも,厳密解が分かってお り (MontrollandPotts(1955)),それらと数値計算による結

果 とが比較 された.その結果, どれも十分な精度を持って厳密解を再現していることが分かっ
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た.特に,これまで高精度の値を得るのが困難であった低振動数における状態密度に対しても,

本方法は極めて有効であることが明らかとなった.

4.1 状態密度

2次元および3次元のパーコレ-ショソ系に対 して,上述の数億計算を行ない,フラクトン

を実際に励起し,その状態密度を求めた (YakuboandNakayama(1987)).

2次元パーコレーション ･クラスターは,700×700の正方格子上に作られ,濃度 9-0.593

(-♪C)でサイ ト数 116,991のものと,9-0.67でサイ ト数 317,672のものが用意された.図3

紘,p-♪Cでの状態密度である.直線は,g(W)～ aJl′3 のguidinglineである.この結果,a)<1

から,計算された最低振動数に至るまで,状態密度はAlexanderandOrbach(1982)の予想

通 りw l′3 に比例していることが分かる.これは,フラク トン次元 dlsが4/3に非常に近いことを

意味している.系は臨界濃熱 こあるため,相関長 fpは発散しており,従ってフォノンは如何な

る低振動数に対しても励起され得ない.このことは,図 3にフォノソーフラクトンのクロスオー

バーが見られないことに対応している.a-1に対応する波長よりも短いスケールでは,系はも

はやフラクタルとは見なせないので,状態密度は a7-1より上で aJl′3に比例しなくなる.

p-0.67の2次元/i-コレーション系の状態密度は図 4に示されている.0･1<aJ<1の振動

数領域で,状態密度は,やはりaJlノ3 に比例しているが,これより低振動数側ではa)に比例して

いる.α一依存性の変化する振動数 (ここでは,およそ0.1)は系に特徴的な振動数であり,こ

の振動数が第 2章で述べたフォノソープラクトン クロスオーバー振動数 a)JVである.予想され

る通 り,我々の計算においてa)LV<W<1ではフラク トン状態密度が,W<aJLVではフォノン状

態密度が各々得られた.Derridaetal.(1984)の有効媒質近似 (EMA)による計算では,ク

ロスオーバー付近の状態野度は振動数の増加にともなって急激に上昇しているが,我々の計算

では,そのような急勾配 (steepness)は見られない.α 〝 が,系の密度相関を無視できなくな

る最低振動数であることを考えると,EMAによって計算された aJ〝近 くでの状態密度の振舞

いは正しくない可能性が強い.この点に関しては,第 5章でもうー度議論される.

3次元ノミ-コレーション ･クラスターは,70×70×70の立方格子上 に濃度 p-0.4(bc-

I0

S

a)tZTSJ

0
台
!S
u

aQ

0.001 0.01 0.1 1.0 10

Frequency

図 3. 臨界濃度における2次元パーコレーシ三ソ系の状態密度.クラスター ･サイズは,116,991.

-37-



研究会報告
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図 4.p-0.67における2次元パーコレ-シ ョン系の状態密度.クラスター ･サ イズは,317.672.
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図 5.♪-0.4における3次元/く-コレーシ ョン系の状態密度.クラスター ･サ イズは,122,448.

0.311)で作 られた.クラスター ･サイズは 122,448である.図5は,計算されたこの系の状態密

度であるが,この場合 もフォノン領域 (g(a))～ W2)とフラク トン領域 (g(a))～ aJl′3)が存

在 している.この結果から,少なくとも2次元 と3次元においては,フラク トン次元d=Sはdに

依存せず 4/3であることが確かめられた.この系での alL,Jは,およそ0.1であるが,フォノン

からフラク トンへのクロスオーバーは滑らかで,やは り,急勾配は見られない.α-1に状態密

度のピークが見られるが,これは比較的重いプロップに, 1本のボン ドでつながった 1個の質

点の振動モー ドに対応している.
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図 6.臨界濃度における2次元パーコレーション上に勅起 された oJ-0.01のフラク トン モー ド･

パターンの拡大図.クラスター ･サイズは,169.576.振幅は矢印の長さで示 している.

4.2 モード･パターン

第 3章で述べた方法により,我々は2次元パーコレーション ･クラスター上に励起されたフ

ラク トンのモード･パターンを計算した.図6は,700×700の正方格子上に♪-0.593(-bc)

で形成されたサイズ169,576のパーコレーション ･クラスター上にa7-0.01のフラク トンを

励起し,ある瞬間の変位パターンを矢印で表 したものの拡大図である.この結果は,第 3章で

述べた繰 り返し回数Pを 16,aJt-80として得 られた.この励起は明らかに局在している.特に

振動の端'o部分では鋭 く,その振幅は減少している.この状況は,図 6に示されている線分A

に沿った断面図 (図 7̀(a))を見れば,よりはっきりする.ここで,図 7(a)の白丸は非占有

サイ トを蓑している.振動はほとんどステップ関数的に振舞っていることから,大振幅で振動

しているこの部分 (振動甲_｢コア｣と呼ぶことにする)はすべて同位相で一様に振動 している
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ことが分かる. このフラク トンの場合, コアは周囲の部分と1本のボン守 で結合 している (コ

アの上方)が,振幅はこの方向にゆっくりと減衰 している (図 7(b)).ここで重要なことは,

コアからずっと離れたところにおいてさえも,モー ド･/くターンは中心対称性を持たないとい

うことである.

単一のフラク トンは中心対称性を持たないとしても,特定な振動数を持つフラク トンの集合

平均は,中心対称な平均波動関数を持つと期待 ざれる.我々は,700×700の正方格子上に臨界

濃度の 2次元パーコレーション系を9パターン作 り,その上に,a,-0･01に極めて近い振動数を

持つ 129個のフラク トンを励起し,平均波動関数を求めた(図 8参照).白丸は,中心からの距

10 20- 30 40

10 20 30

r

図 8. 平均 されたフラク ト./波動関数.黒丸は中心からの距離 Yと平均振幅 くtQJr(Y)i)のプ

ロットであり,白丸はYと-1nく座′,(r)i)の log-logプロットである.
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表 1. 異なる5つの振動数に対する局在長

と指数 d.の値.

振動数 aJ 局在長 ^ - d.

0.005 28.13

0.006 24.18

0.007 23.49

0.008 19.41

0.010 17.20

5

4

4

6

1

2

2

3

2

3

2

2

2

2

2

離 r(格子間隔を 1とする)に対する振幅の絶対値の平均 く拍J,(r)I〉を表 してお り,黒丸は,

Yと-1n(くJQf,(r)I〉)のlog-logプロットである.黒丸を通る直線は,これらのデータに対 し

最小二乗法で引いた直線で,この直線の傾 きが(2.25)式の dPを与える(白丸を通る曲線は,こ

の直線の リニア ･プロットである).我 々の計算結果は,め-2.3±0.1であることを示 してい

る.また,局在長は,A(a-0.01)-17.2である.図 8からも分かる通 り,この計算は,0< r<

30に対して行なわれている.これは,ここで得 られた d中がコアの部分のみの平均波動関数を記

述 していることを意味している.

第 2章でも述べた通 り,d.の値に関する理論的予測はまちまちであるが,我々の結果ほどの

理論値 (2次元で 0_95<ds<1.4)よりも大 きな dタを与えている. この不一致については次章

で述べることにする.

最後に,これまで凍ってきた励起がフラク トンであることを確かめるために, フラク トンの

分散関係である局在長 ^(al)の振動数依存性を計算 した.これを計算するために,異なる4つ

の振動数,α-0.005,0.006,0.007,0.008を持つ フラク トンを各々5つのパーコレーション ･ク

ラスター上に数多 く励起させ,上述 と同じ方法で dQと^(W)を求めた (表 1参照).指数 dP

は,計算精度の範囲内で振動数に依存 しないが,局在長は,A(a))～ dU~Aのように振動数に依

存することがこの表 より分かる.最小二乗法によりAを求めると,A-0.71であ り,スケー リ

ング理論による結果,A-dtS/D-0.705とよく一致 している.従 って,我々は確かにフラク ト./

を計算の対象 としていたことになる.

5.結 論

パーコレーション系に励起されたスカラー ･フラク トンの基本的性質を解明するために,い

くつかの数値実験が行なわれた.巨大なシステムを取 り扱 う必要性から,我々は新 しい計算の

アルゴリズ ムとスーパーコンピューターを用いでシ ミュレーションを行なった.まず, 2次元

および3次元におけるフラク トン励起の状態密度を求めた.その結果,フラ ク トン励起を特徴

づけるララク トン次元 d=Sは,いずれの場合 も4/3に極めて近 く,Alexander and Orbach

(1982)による予想が確認された.パーコレーション系の相関長 Epよりも長波長の励起に対 し

て,状態密度はDebye理論に従 うことが分かった(フォノン領域).また,状態密度は,フォノ

ンとフラク トンのクロスオーバー領域において滑 らかであり,有効媒質近似によって予想され

たような特別な急勾配は見られなかった: フラク トンの状態密度は,近年実験的にも調べられ

ているが (Rosenberg(1985),Dianouxetal.(1987),Fontanaetal.(1987),Courtensetal.

(1988)),クロスオ∵バー領域における急勾配の有無に関し-ては,.統二的な見解が得 られていな

い.ただ,共有結合性のサンプルに急勾配が多 く見られ (Rosenberg(1985),Dianouxetal.
(1987)),そ うでないものにこれが見られないことから(Fontanaetal.(1987),Courtensetal.
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(1988)),急勾配の原因は変角力にあると考えることもできる.これまでの数値計算は,すべて

スカラー変位を対象 としたものであるが,第 2章で述べた通 り変角力等を考慮すると,状態密

度は fp,dc,)の大小関係によって様々な振舞いを見せ ることになる.従って,変角力のある

パーコレーション系における振動励起の振舞いを数値的に研究することは, フォノンからフラ

ク トン-のクロスオーバーを解明するだけでなく,より現実的な系でのフラク トン励起の性質

を明らかにする上で も重要なことである.

さらに,本研究では 2次元/く-コレーション ･クラスター上に単一のフラク トンを励起 し,そ

のモー ド･パターンを視覚的に明らかにした. この結果から, フラク トンは空間的に強 く局在

したモー ドであることが明らかとなった.その局在の様子は,局在中心 (中心はどこに定義さ

れるべきかはともか くとして)からはるかに遠いところにおいてさえも,中心対称性を持たな

い. これは,臨界濃度にあるパーコレーシ ョン ･クラスターが無限に長い相関長を持つためで

ある.また, これ らのフラク トン波動関数の集合平均を考え,平均的な局在パターンを(2.25)

式に従って評価 した.その結果,局在の強さを示す指数 dQは既存の理論 (LevyandSouillard

(1987),HarrisandAharony(1987),Aharonyetal.(1987))が予想する値 よりもはるかに大

きな値 2.3±0.1をとることが分かった.理論 との不一致は次のように説明される.従来のフラ

ク トン波動関数に関する理論は,パーコレーション ･クラスター上のある一点における振幅が

ユークリッド距離 r離れた別の点に伝播するとき,振幅の減衰は, この 2点間の平均最短経路

β(㍗)のみに依存することを仮定 している.しかし,この仮定は上述 したように,相関長が発散

す るた め,正 し くな い ((¢J,(r))≠Qf,((r))).従 って,我々が 計 算 した dタ((¢J,(r)〉 ～

expト(r/A(a)))d･])と,理論値の d≠(Qf,((r))～eXpト(r/A(a)))d･])とが等しくなくても

問題ではない.我 々の dタはフラク トンのコアの部分に対してのみ意味がある.おそらく,tail

の部分を含めて平均操作を行なうと,r≫A における (¢J,(r)〉は異なる値を持った dタで記述

されるであろ う. さらに,相関長が発散 し,単一のフラク トンが図 6のように極めて不規則な

形状をしているとい う事実は,観測量に対応する行列要素の集合平均 と平均波動関数を用いて

得 られた行列要素 とが異なることをも意味する.従って, フラク トンが関与する物理現象を理

解する際に重要なのは d≠ではな く,例えは ∇¢J,や div¢f,等の量の集合平均が振動数やパー

コレーシ ョン濃度によってどう振舞 うかである.今後,これ らの量に関するスケー リング理論

や数値計算が活発に行なわれることが期待 される.
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