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[摘要]

広田方程式の離散版

離散型広田方程式のソリトン解

(1990年7月2日受理)

若竹塾 成田 和明

i卓n+(1/2)[(α-Pi)少 ,7-1+(α十βi)¢n+1](1+㍗E¢" l2)- α少,‡-o

を提案するO この方程式の1-,2-,N-ソリトン解を調べる｡

§1.序論

よく知られているように,1973年に広田によって見出された1)広田方程式

i普 ･i3aM 2一語 +β掌 +iγ掌 +∂刷 2¢-o

α/γ-a/β>0

は,非線型schr6dingr方程式

i普+普 +刷 2¢-o

及びMKdV方程式

掌 り 2一語 +普-o

(1)

(2)

(3)

(4)

のhybridである｡

広田方程式は渦糸の運動の研究,3)一次元ハイゼンベルグ ･スピン鎖の研究等に応用が

ある｡

他方,方程式(3),(4)にはそれぞれ以下のような離散版が見出されている｡ それらは1976

年にAblowitz及びLadikにより研究された4)離散型非線型Schr6dinger方程式
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離散型広田方程式のソリトン解

i卓n+sb抑_1-2¢n+¢n+1+(少,rl+¢n+1)I ¢nl2-0

及び,1973年に広田により,5)又その他の著者によって研究された離散型MKdV方程式

¢n-(¢n_r ¢n+1)(1+4･2n)

(5)

(6)

である｡

し′たがって広田方程式の離散版として可能な一つの方程式は,方程式(5)と(6)のhybrid,

即ち

i¢ n十(1/2)[(α-J9i)¢n_l+(a+βi)¢n十1](1+γ再,112)-a¢n-o (7)

γ>0

であろう｡

この論文では方程式(7)がソリトン解をもつか否かを調べる｡

(8)

§2.ソリトン解

この節では方程式(7)のソリトン解を調べる｡ この目的のため,方程式(7)をまず広田の双

一次型式に変換する｡次の形を仮定する｡

¢n-g,Jfn

方程式(9)を方程式(7)に代入し,切離しを行うと次の双一次方程式が得られる｡

JAlgn･ん-0

Adn･fn=gngn

ここに双一次演算子AlとA2は次式のように定義される｡

Al-iDl+ a(chDn-1)+iPshDn

1 423-

(9)

(1O)

lH)

(12)



成田`和明 ､

A2-(1/y)(chDnll)

上式においてDtとDnは次式で走義される｡

D;D/J鉦 t ) ･g n (i)-(意 一意 ) α (意 一意 ) J'fn(i)gn,(i,)t,i.-=t,Jl

日 -ソリトン解]

方程式(12),(13)の1-ソリトン解を求めるため,次式を仮定する｡

gn- Egn(1)

fn- 1+ E2fn(2)

(13)

(15)

(16)

ここにEは任意の小パラメーターである｡ 方程式(15),(16)を方程式(10),(ll)に代入し,Eの同

案の項を集めると,次の方程式群を得る｡

A lg,i(1)･1- 0,

A2(fn(2)･1+ 1･fn(2))-gn(1)gn(1)*

A lgn(1)･fn(2)-0,

A zfn(2)･fn(2)-0,

ここで次式を仮定する｡

g71(1)-ex

fn(2)-aex+x*

x-Kn十 wt

この時,方程式(17)から次式が見出される｡

W-iα(chJC-1)-βshfC
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離散型広田方程式のソリトン解

方程式(18)は次式を与える｡

a-(y/4)sh-2
IC + JC*

鍋

他の二つの方程式は恒等的に満足される｡

ここで我々はt-1を仮定する｡この時,上の結果から方程式(7)の1-ソリトン解は次式

のように得られる｡

¢n-(1/√す)sh

巨 log(JT/2sh

〝十〝*

･exp(

K+fC* W+W*

K-K W-(〟

[2-ソリトン解]

方程式個,(ll)に対する21ソリトン解を得るため,次式を仮定する｡

gn- Egn(1)+ E3g刀(13)

fn- 1+ E2fn(2)+ E4fn(4)

(26)

e7)

(28)

(29)

方程式(28),(29)を方程式帆 (ll)に代入し,Eの同案の項を集めると,次のような方程式群

が得られる｡

Algn(1)I1- 0

A2Un(2)･1+ 1･fn(2))-g,I(1)g,1(1)*,

Al(gn(I)･fn(2)+gn(3)･1)-0,

A2Vn(4)･1+fn(2)･fn(2)+ 1･fn(4))-g,1(3)gn(1)*+gn(3)*gn(1),

Al(gn(1)･fn(4)+gn(3)･fn(2))- 0,

A2(fn(4)･fn(2)+fn(2)･fn(4))-gn(3)gn(3)辛,

Algn(3)･fn(4)- 0,

AZfn(4)･fn(4)-0,

次に次式を仮定する｡
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成田 和明

XI X2
&(1)-e+e,

gn( 3 )-a (1,2,1*)exl+x2+xl*+a(1,2,2*)exl+xl,+x2*,

fn(2)-a(1,1*)e･"+xl*+a(1,2*)exl+x2*+a(2,1*)exZ+I-*+a(2,2*)ex2+x2*

fn(4)-a(1,2,1*,2*)exl+x2+xl*+x2*,

及び

xl- Kin+ wit+XIO,

x2- lCZn+W2t+x20,

この時,方程式(30)は次式を与える｡

wl-iα(chK l-1)-βshK l,

W2-iα(chK2-1)-βshK2,

又,方程式柚は次式を与える｡

α(1,1*)-(γ/4)sh~2

a(1,2･*)-(y/4)sh12

〝1+ 〝ユ*

〝1 十 〟2*

a(2,1*)-(γ/4)sh-2K2+2Kl*,

a(2,2*)-(Y/4)sh-2-T ,

方程式臣がこ関係式楓 (45)を使用したものは次式を与える｡

α(1,2,1*)-α(1,2)α(1,1*)α(2,1*),
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α(1,2,2*)-α(1,2)α(1,2*)α(2,2*),

ここにα(1,2)は次式で定義される｡

α(1,2)-(4/γ)sh2
〟1~ 〝2

離散型広田方程式のソリトン解

''(51)

(52)

方程式(3釧こ得られた関係式(50),(51)を使用したものは次式を与える｡

α (1,2 ,1*,2*)-α(1 ,2)α (1 ,1* )α(1,2* )α(2 ,1*)α(2 ,2*)α(1*,2* ),

ここにα(1*,2*)は次式で定義される｡

α(1*,2*)-(4/γ)sh2
*

〝1 ~ 〝2
*

(53)

(54)

この時,方程式(34)は恒等的に満足されることが見出される｡ 方程式(35),(36),(37)も又満足

される｡

最終的に我々はe-1とおく｡ このようにして得られた解は方程式(7)の二つの包絡ソリ

トンの衝突を表わす解となっている｡

[〃-ソリトン解]

方程式(10),(ll)に対するN-ソリトン解は以下のように与えられる｡

fn- /,=2.,,′exp((zi'p (i,i)piPjt 葺piXi)I

gn-!,5..1"exp(fzi.'p(i,I)piPj･葺piXi),

g*n- /,=Z.了eip ('芝p (i ,I)〝i小 善 ,,,iX i) ,

ここにi-1,2,-,2Nに対して

xi- Kin+ wit+ xiO,

W戸iα(chfCi-1)--βshKi,
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成田 和明

であり,i-1,2,･･･,Nに対して
*

Xi+N=xi l
*

JCi+N= 〝iI
*

Wi+N= WiI

功

､判
り

､切
り

′∽p

′虻
p

′但

であり,i-1,2,･･･,Nおよびj-N+1,-,2N又はi-N+1,･･･,2Nおよびj-1,2,-,

Ⅳに対して

p(ij)-log[(γ/4)sh~2 (63)

であり,i-1,2,･･･,Nおよびj-1,2,･･･,N又はi-N+1,･･･,2Nおよびj-N十1,･･･,2N

に対して

p (i,i)-llog [ (γ/4 )sh-2

である｡

方程式(55H 57)において, ∑ ′は条件′1-0.1

.＼ ､＼r

三 FLi-∑iLi+N,一一日

(64)

(65)

の下で,〃1-0,1,〃2-0,1,-,〃2〃- 0,1のすべての可能な組合せについて和をとるこ

とを意味し, ∑〝および ∑ ′′′はそれぞれ条件,,L-0.1 ･L-0.1

■ヽ ､＼'
zglFLi=1+∑FLi+N,f-1

.＼■ .＼■
1+.3lFLi=t;1FLi･N,

及び

(66)

(67)

の下で 〃1-0,1,〃2-0,1,-,〃2〃- 0,1のすべての可能な組合せについて和をとるこ
(2〃)

とを意味し,又 ∑はi<Jという条件の下で2N個の要素からとられるすべての可能な対1<j

についての和をあらわす｡

このⅣ-ソリトン解は文献 1)と5)に述べられているのと非常に似かよった数学的帰納

法によって厳密に証明されるが,詳細は割愛する｡
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離散型広田方程式のソリトン解

$3.結論

広田方程式の離散版を提案した｡この方程式に対して1-,2-及びN-ソリトン解を求

めた｡
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