
｢パターン形成､運動及びその統計｣

お茶大 ･理 伊藤~綾

26. 興奮反応拡散系におけるドメインの振動

1.はじめに

Bonhoeffer-vanderPol型方程式について､activatoru と inhivitorv の時

間変化の比を決めるパラメーターでに着冒し､方程式の周期的な解が､Tの健によって

どのように変化するかを調べたc

Bonhoeffer-vanderPol型 と呼ばれる反応拡散方程式は

iT∂tu= f2∂ く2u+f(u)-Ⅴ

∂iV=D∂..,:2v+βu-γⅤ

_但し､D,i,T,β,γ : 正の定数

(1)

の形をとるCここにf(u)娃3次の非線形性をもつ ｡

(1)紘,大ぎっばには activatoru が増えれば inhivitorv も増え,今度は

inhivitoI･の増加が抑制となって u が減少するという振舞いを示す｡ この方程式の使

われている代表的な例として;D=γ=0の時､神経細胞のパルス伝達に対する FitzH

ugh-Naguno方程式,Ⅴ = const.で､時間依存 Ginzburg-Landau方程式､そして2変

数まで簡略化した Belouzov-Zabotinsky反応のモデル方程式等が挙げられるC このよう

に BVPeq.は､非平衡解放系でのパターン形成と自己組織化に対する典型的なモデル方

程式であるG

l次元 BVPeq.の解として､無根媒体中に1つの定常興奮 ドメインが存在する場合

がある｡パラメーターの億を適当に与えると､このドメインが揺動することは､Koga-K

uramoto[1コによってなされている｡

ここでは､ドメインが周期的に存在する場合について考える[2コCパラメーターでに

着目する｡

(1)式で fて≫ 1である時､u に比べ Ⅴ の時間変化が非常に速いので､

av/∂t=0と置くことができるG このときⅤ(㍗)は Gre-en関数G(P,r')を用い

て表せ､u の時間変化の式は
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iTOtu

となる｡このとき H は､

-∂H/∂u H:全自由エネルギー

H= ÷Jdrf2(∇u)2

++PJdrJdr'G(r,r')u(r)u(r')+JdrW(r)

但し､ (-∇2+γ)G(r-r･')=6(㍗-r')
6W(u)/∂u =-∫(u)

で､右辺第1項目の短距離相互作用と第2項目の長距離相互作用との琴合で系の安定な

状態は決まる｡このことから､ 系は空間的周期解をもつことがわかるC

今度は､Tが小さい場合について考える¢ D=β=′1 とするGドメインの境界はー

£程度の厚みをもつが､i≪1とし､境界層内での構造は無視し幾何学的な境界として

扱う｡以下では､f(u)を折れ線でおきかえるQ

f(u)= (
-u for u<a

1-u for u>a

2.ドメインの境界の運動方程式

周期産常願から少しずれたときパターンはどのような時間発展をするだろうか6

図1
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図1の様にj番目の ドメインの右 (左)の境界の位置をⅩ了 十) (Ⅹ十 ･')とする;

Xi(土) = 2dj ± ⅩC + Ei'土) .

2dは定常解の周期､2Ⅹaは興奮 ドメインの幅であり､ E了±)がずれを表すO系の大き

さは L で､その中に Ⅳ個のパターンが含まれているとする｡

とが小さいとき､特異摂動法により､ Eiの発展方程式が導出できる0線形までの

範囲で

d∈ i(t)

dt
= 4 (rE(t)

00
-E3-
m -く沖

となる｡

聖 鈷 sexp(_iq2d(j-mH l.γ十q三)S)vet..,(t_S))
27: 0

(2)

H t,- (㍗ ;訂 V - (lex｡(21iqXヨ;叩'-2ilqX'Ll))

i sinhHd-Ⅹ･a)V'/TT円 sinh(Ⅹ≡ヽ;/丁巧-)

V′1+γ sinh(d ごヽてTF)

3.ドメインの揺動

ずれ Eiの Fourier展開をEKとし､･rvT･:I EK")ニー EK(-) ② EKH)= EK(-)

の場合について考えるC 格子振動との対応から､各々､opticalmode,acousticmode

と呼ぶことにするG 基本的な変形として

(a)opticaユK=O node

(ら)opticalK=K* mode ( 但し､ K*=1=/2d )

(C)acousticK=K* mode

(a)acousticK=O mode
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があるが､ (2)式の数値解析の結束､

Tを小さくしていくと最初に不安定化

するのは (a)の場合であることがわ

かるG (図2､ γ=寺､d=2,)

理由は､次のように､定性的に

説明できる｡

まず､最初の (1)式に戻る｡

界面が何らかの理由である方向に

動いたとき､その部分ではuが急激にI

増加するGするとVが増加し今度は

これが抑制となってーuが減り界面は

もとの方向に戻るGところがでが

示さいとき､Vの時間変化が遅いので

uを抑制する撒きが遅れる｡その間に

図2:(a) ,

(b)一一- ‥ , (C)一 一 一 一,

界面は､〃行き過ぎ〃るU抑制が効き

始めて 界面は逆方向に動き始めるが､やはり行き過ぎるOこうしてドメインの振動がお

こる｡ しかしこの時､反応で生じたⅤが速やかに拡散すれば振動は生じない｡

(q)

->く一一>く一一>十 一 う く一･一}ト う

ー拙 - ｣耕
十十 十十 十十

(b)

->く-ト ー}-シく- く一 十シー>く-く一 一>

脳 芋 往 昔 キ
一 ･一 ++ 一一･ 十十一･ 一++

(C)

･･･>->く一一 一シう ー く-一･> ･･･ラく-く一

一』』 迎 ｢某∃批
-+ 十一一十 + 一一 十十 一

図3
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図3は､各モードについ

て､ある瞬間の界面の動く方

向とその時のVの増 (+)減

(-)を示したものである｡

十と-が接近していると拡散

が速く､不安定になりにくい｡

OpticalK=Omodeでは､

十･一対が生じず拡散が起こ

りにくいので､最初に不安定

化するG
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