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14･コンタクト･プロセスにおける感染領域の定常分布ついて

番戟虞理 (凍大理)､今野紀雄 (室蘭工大)

1 は じめ に

コンタクト_･プロセスとは､状態空間X=(0,1)Zd(zdはd次元のhyper-CⅦbic格子を表す)を持っ
連続時間のマルコフ過程であり､Ha･rriS【1】によって導入さnた｡このプロセスは､各格子点 3上の確率変

数71(3:)が 0のときは健康な人を､lのときは感染者をそれぞれ表していると見なすと､伝染病の伝指の
簡単な数理モデルと見なせる｡ ダイナミックスとしては､健康な人はその最近接格子点上の感染者の数に

比例して感染し(比例定数をAとする)､逆に感染者は一定の ra.te(これを1と規格化する)で健康を固

復するものを考える;

相 -(三二; ::慧 ∑ v:.y_R,=lq(y, (1 ･1)

ここで､Aを感染率と呼ぶo

このプロセスは､高エネルギー物理において研究された ReggeonQllantumSpirLModelと等価であ

り【2,3,4ト また自触媒化学反応の Sch16gl'sFirstModell51のd次元格子上のある簡単化されたモデルで

ある【61Qまた､OrientedPercolationとも関係深い(71.このプロセスを含む無限粒子系についての教科

書として､参考文献 【8,9,10】がある｡

2 感 染 領 域 の 定 常 分 布

YをZdのなかの有限な部分集合の集まりとする｡コンタクト･プロセスの初期状態は､

A=tx:77(x)=1), (2･1)

と置くことによって､このYの元Aによって指定できる｡ いま､感染率Aで初期状態がAであるZdlの

コンタクト･プロセスの時刻 iでの状態をnĴ,A(i)と書くことにするo我々は､感染領域Aの定常状態で
の残存確率 (SurvivalProba･bility)としてqd,A(A)を次式で定義する｡

qd,A(jl)=limー ∞P̂ (仏(i)≠0)I

あるいは､コンタクト･プロセスの Upperhva･riantMeasureをl,a,人と書くとこjlは

qd,A(A)=1-EvJ.,ln(i" (x))),
3∈A

(2･2)

(2･3)

と書ける.但し､Evい 日はmeaBure〝d,入上の期待値であるo
コンタクト･プロセスは､感染率Jをパラメータとして変えてみると､d≧1のとき､その定常分布に

おいて相転移を起こすことが知られている｡この臨界値を入C(d)と書くと人≦入C(a)では､ ud,入=60(60は
77≡0の自明な定常分布)であり､任意のA∈Yに対してqd,A(A)=0である｡これに対して､A>入C(a)
では非自明な定常分布L,a,人が存在しqd,入(A)>0となる;

le(d)=illftl≧0‥qd,A(A)>0), for arty A∈Y･
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(2･4)



｢パターン形成､運動及びその統計｣

コンタクト･プロセスは､NorL-Reversibleな (詳細ついあいを満たさない)プロセスであり､それにも

関わらず存在する定常分布L,a,人の詳しい性質は末だ知らすLていないO実際一次元系においても上述の臨界

値 Ic(1)は厳密には求められていないのである0

3 qd,A(A)に対 す る厳 密 な上 限

我々は､こ毎 F自明な定常分布の上での期待値であるqd,A(A)に対して､任意の次元d､及び任意の

感染領域Aにおいて､厳密な意味で上限を与える関数を求めた.我々の結果は次の定理にまとめられるO

定理ll11]･ス>(2d- 1)ー1のとき､qd,A(A)はhd,A(A)で上からおさえられる.但し､hd,A(A)は次式
で与えられる､

h d,A(A)= 1 - α 1(i,A)IAlα 2(i,A )b(A),

α1(d,A)=

ここで､

α2(d,A) ≡
2d-1 _′日 ､ _2d(2d-1)All

2d (2d - 1)A -1'uL､W'′t'I (2d-1)2人

(3･1)

(3･2)

であり､IAfは集合Aの元の個数 (cardinality)を､またb(A)はAに含まれる最近接格子点対の個数を

表す｡特にAが一点のみの集合くわ の場合qd,A(A)は定常分布での感染者の割合pd,人を表す (これはオー
ダーパラメータとしての性質を持っ)が､上の結果はこれに対して､次のような上限を与える;

pd,入≦
2d((2d-1)A-1)

2d(2d-1)A-i
(3･3)

コンタクト･プロセスの基本的性質よりpd,人は人の非減少関数であることが導けるため､この定理か

ら次の系が得られる｡

系 1.

Ac(d)>_(2d-1)~1･ (3.4)

注 1.臨界値Ac(d)に対する系1の下限は､Harrisによってすでに証明されている【1】. この下阪に対す

る改良については､我々の最近の論文【12】を参照のこと｡

注 2.GrifFeathが､参考文献【8】のp･31の Proposi一ion(4･4)で､d=1の場合に限り(3･3)に対して
証明を与えている.我々の定理1は､この結果を一般の次元d､一般の感染領域Aに対して拡張したもの

である｡

4 議 論

我々の上限関数hd,A(A)はjlのなかの格子点の個数刷と最近接格子点対の個数b(jl)のみの関数に
なっており､Aのより精密なパターンの違いには依存しない｡この意味で､これはqd,A(A)に対するPair近

似 (或いはBethe近似)と呼べるかもしれない｡磁性体のイジング･モデルにおけるBetlle近似が､磁化

の真の値の上限を与えていることがKrinskyによって証明されているが【131､我々の結果は､ちょうどこ

れに対応していると思われる (一つ注意すべきなのは､イジング･モデルにおいては､Bethe近似はBethe

格子上で厳密解を与えるが､いま扱っているコンタクト･プロセスの場合はそうはなっていないことであ

る.Bethe格子上の厳密解を与えることしたいコンタクト･プロセスの場合難問である).当然､定理 1よ

りも弱い上限として平均場 (Weiss)近似に相当する (cardinalityljlIのみに依存する)上限関数を与え

ることもできる【111｡

最近､コンタクト･プロセスの感染領域の定常分布を表すqd,A(A)に対する上限をさらに改良すること

ができることが分かった【14】. 厳密な上限関数は｢股に､｢拡張されたMarkovExtension｣によって構成
できるようである.実際､我々は1次元系の場合､上述の定理1の上限関数 hd,A(A)が｢2点のMa･rkov
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Extension｣によって得らj'Lることを示し､さらに｢3点のMarkovExtensioll｣によって構成できるある
関数が､人>(1+J37)/6=1･18046･･･において､よりきつい上限を与えることを証明した｡詳しくは､参
考文献【14】を参照のこと｡
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