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il.はじめに

古典力学系における通信理論は,1948年頃 Shannonによってエントロピー理論

として始められ その後 Kolmogor_ovにより測度論的に定式化され 数学的体系と

して完成 されている日 】 これらの通信理論は,信号を表す物理系が可換な構造を

もつのT,可換力学系の通信理論 とも言われる. これに対 して光は非可換な構造を

もつ量子力学によって表されるため.光を信号 とする通信過程は,従来の可換な通

信理論で完全 に記述する.ことは不可能である･そこで･光通信過程を記述する新た
な理論 (量子情報理論)が必要であり.量子エントロピー理論【21 の延長線上及び

Helstromによって始められた量子制御理論【3･4Iとの関連で,その理論的展開がな

されている.

この報告では, それらの理論をさらに発展 させるために量子通信の効率を Ohya
等によって導出された誤 り確率【5･61 を用いて測 り,それを種々の制約条件のもと

で最適化す_る問題を考える. ここでいう制約条件 とは.入力系における量子状態の

エネルギーを制御することを意味する. この最適化問題は制約条件付 き非線形計画

問題 としてとらえることができ. ここでは,ペナルティ乗数法【7】 を用いてこれら

の問題を実際に数億計算 した.それらの結果から減衰過程に対応するチャネルに対

して,信号にどのような量子状態を用いれば効率のよい通信過程が考えられるかと

いう問題について考える.特に. コヒーレント状態 とスクイズ ド状態 を入力 とした

ときの効率の比較を行い.その有効性 を調べた. さらにパルス符号変調 (PCM)

及びパルス位置変調 (PPM)の効率の比較を上記の問題を通 しておこなった.

本箱では以上のことを次の順序で述べる. まず,第 2節では量子力学的チャネル

及び PCM と PPM による誤 り確率について簡単に復習する.次に第 3節にお

いて入力系における量子状態のエネルギーの制約条件を定め.その下で先の最適化

問題を考える.最後に,実際に数値計算 した結果を第4節で列挙 し,考察を与える.

S2.量子系のチャネルと誤 り確率

2.1 量子系のチャネル

一般に通信 において入力系から送信 された信号はどのような方式をとっても,雑

音や損失による影響によって信号の強さが弱まる. このことから量子通信過程を減

衰過程 とみなし, その情報伝達に光を用いるため,以下に示すような量子論的記述

(5･8】が必要 となる.

量子力学系の数学的記述には,Hilbert空間論がその基礎 となっている.今 3e,.

3e2, Xl.x2 をそれぞれ入力系.出力系.雑音系.損失系の Hilbert空間とし.
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3ek,Xk上の量子状態を表す密度作用素の全体を 6 (aek).6 (Xk)で表す. 量

子力学的チャネル A米は.入力状態 p∈ 6 (ael)を出力状態 A¥p∈ 6(3e2)
へ写すある変換 として定められる. この通信路のモデルは (図 1)のように表 さ

れる.

∩..r■Hu
系普儀

(人力系)
6 (381)a P

E ∈6 (R l)

J (出力系)
∧¥p∈6(ae2)

(損失系)6(x2)

図 1 通信路のモデル

このとき.量子力学的チャネル A¥は. 入力状態 p ∈ 6 (3el)に対 して

Ax(p)宇 trx 2nX(p ⑳ E)
(1)

で与えられる【5･8】

なお,式 (1)の E ∈ 6(濫 1)は,雑音の状態を表 し, n は単位元を保存する

B(3e2⑳x2)から B(381⑳Xl)への完全正写像であり, IIXは n の共役写像

を表 している. すなわち.口が完全正写像であるとは,任意の自然数 n と任意

の Aj∈ B(3e2⑳x2) と任意の Bk ∈ B(3el⑳Xl)に対 して

JykB了 ｡ (A了Ak) Bk ≧ 0

が成 り立つことをいう. ただし, B(3ek⑳Rk)は aek⑳Xk上の有界線形作用素の

全体 を表す.一方 Il半が 口 の共役写像であるとは,任意の A∈ B(3e2⑳Ⅹ2)

と任意の 6 ∈6(3el⑳Ⅹ1)に対 して

trn米(q)A -trdn(A)

が成 り立つことをいう･ また･trx2は部分 トレースで任意の･Q ∈ B(382⑳x2)

に対 して

<申1･trx 2Q申2> - ∑<申l⑳甘n,Q申2⑳甘n>n

を満たす. ただし. 申1,申2は任意の ae2の元であり, iVni は x2の完全正

規直交系である.
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2.2 誤 り確率

次に.量子信号系の入力状態が上述 し-たチ ャネルで伝送された時-の′もルス符号変

調 (PCM)とパルス位置変調 (P-PM-)の誤 り確率の一般式を与えるlS･6】

今,r入力状態 p ∈ 6 (ael)の量子符号化について考える. この状態は.符号

シンボル…0"に対 して.入力系の真空状態 (光を何 も送らない状態)を表す密度

作用素 El,10 を,''1" に対 してはある光量子状態 F を対応 させる.
ここでは簡単のため.チャネルにおける雑音は真空による雑音のみとする. した

がって.誤 り確率を考えるとき," 0''が誤って "1"になる場合について考える

必要はなく,''1"が誤って "0"とな-る場合についてのみ考えればよい (Z型通

信路).

今.入力状態 F がチャネル A米によって状態 A半(F)に移 されたと溝.状態

A¥(F)が E2,a.(出力系の真空状態)に誤る確率は次のようになる:

q｡ - tr批 Ax(･F)E2･0

- tr3e2trx2rIX(F ⑳ E)E2･8
(2)

このとき. 重み (符号語の中に含まれる "1"の個数)が N である符号語を考

えると, チャネル Axでこの符号語を送ったときの出力系における受信語の j重

誤 り確率 Pくり は次のようになる.

p (j) - NCj q｡J(1- q｡)N-j

NC j-

ここで

N!

j! (N- j)

(3)

(4)

である. よって, PCM を用いたとき,重みが N である符号語が誤って伝送さ

れる確率 PPCnは

ppcM-j=B.1NCj qej(1- qe,"~j
(5)

となる. ただ し,tO は誤 り訂正能力を表す.

次に PPM の場合 を考えると,ある量子符号語に対 して一つの光パルスが出さ

れるので. A米(F)が E2,8 となる確率が誤 り確率 PPPMであり

PPPM- q｡ (6)

となる.

以上 より, 符号シンボル ''1''に対応する光量子状態 F にどのような量子状

態を用意すれば誤 り確率が小さくなるかということが間麓になる. このような観点

から誤 り確率 PPCM,PPPnを次節以降で.種々の制約の下で最適化する【9】
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a3.皇子制御通膚過程における最適化開署の定式化

3.1 入力状態 F における光子敷確定状態の重ね合わせの最適化

まず,入力状態 F をより一般的中こ光子数確定状態め重ね合わせ (混合状態)と

して, F に最適な光量子状態をその重ね合わせの分布から求める. このとき, F

は次のように表せる:

F -i;piI叫 ><｡ill (7)

ただ し, i◎lii は入力系 3elの完全正規直交系を表 し. n は状態 F がとり得

る光子数確定状態の最大光子数である. さらに.式(7)で表される入力状態 F に

対 して, F の平均エネルギー E を次のように定義する1

E sk_%k･pk
(8)

このとき,次のような最適化問題を設定する.

<最適化問題 Ⅰ>

r関数 P PCM. P PPM を

条 件 ii=禦 j｡=1･(Y喜 .:i･･≡ 三,

の下で最小化する.J

ただ し.Cはある定数で,不等式 E ≦ Cが制約条件であるから. この Cをここ

では制約エネルギーと呼ぶことにする. ここで F は式 (7) より piに関する式

なので.式 (2),(5),(6)より上述の最適化問題の目的関数である誤 り確率 P PCM,

P PPM は pi に関する式 となる. つまり. この最適化問題を解 くことによって,

その制約エネルギーの下で最適な入力状態の光子数分布 tpilが得 られる. さら

に.Cの値 を変えることによって, そのときの誤 り確率の最適値 と.lpilの分布

の変化をたどることができる. これらのことから,次のような点に的をしぼって.

研究を行なった.

(i)制約エネルギー C と P PCM,P PPM の最適値の関係 を求める.

(;;)制約エネルギー Cと光子数分布 ip ilの関一係を求める.

ところで. ここでは真空による雑音のみを考えているので.雑音 E ∈ 6(X.)

が Ⅹ1の真空状態を表すベク トル 甘 81 を用いて次のように表される場合 を考える.

E - 1甘 oI><V Bl l (9)

このとき,入力状態 F が式(7),雑音の状態 Sが式(_9)であるから.式 (2)

より q｡ を求めると
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q｡-tr3C2Ax(F)E2･B

-trae2｡肇 =｡p･･
1◎il><◎ill◎ lV.1><V ｡Il日 中82><◎B2J

となり.少々計算すると

q｡-i%lpi･(1- 7)i (10)

というよく知 られた結果が得 られる. ただし. 甲 はチャネルの透過率 と考えられ

る定数である.

3.2 入力状態 F におけるコヒーレント状態とスクイズ ド状態の比軟

上記の場合に対 して. 入力状態 F にコヒーレント状態 Fc｡ と スクイズ ド状

態 F,｡ の重ね合わせを用い. そのエネルギー比によって.重ね合わせの比率 とそ

のときの最適な誤 り確率の関係を調べる. このとき.入力状態 F は次のように与

えられる.

F - pIFc. + p2Fs.

(ただし, pl+ p2-1)

31ilE

このとき. Fc｡,F8. の平均エネルギーを Ec｡, E5. とする. 以上の設定の下

で.次のような最適化問題を考える.

<最適化問題 Ⅱ>

r関数 P PCM, P PPM を

条 件
(

pl+p2- 1,
0≦ pi≦ 1(i- 1,2)

plEc｡ +p2E,q ≦ C

の下で最小化する.1

Cは.先 と同様,制約エネルギーを表 している. さて, コヒーレント状態のエネル

ギー Ec｡ とスクイズ ド状態のエネルギー E,q の比率を以下のように設定する.

0

0
0

O

O
¢

E

E

E

①

②

③

2

1

1

1

2

1

コ

ソエ
I

q

q
｢

8
｢

V)

V)

n

E

E
E

このとき, それぞれの場合において上の最適化問題を解 き.入力状態 F としてど

のような比率でコヒーレント状態 とスクイズ ド状態を用いた場合が最 も効率の良い

通信が得 られるかを調べる. ここでは. pl+ p2-1であるから. pl(コヒーレ

ント状態の比率) と P PCM . P PPM の最適値の関係 をみれば十分である.

なお, 雑音 E ∈6(Xl)は前節 と同様に与える.
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以上 より,入力状態 F が式 (ll),雑音の状態 Eが式 (9)で与えられたとき.

式 (2) よりq｡ を求めることができる.

ここや. コヒーレント状態 とスクイズ ド状態について簡単に説明する. まず, コ

ヒーレント状態ベク トルは光子消滅作用素 a の固有状態 lβ> として定義され

る :

aIβ> - β 1β> (12)

このとき,簡単な計算を用いて IC> を aelの COⅣSl申｡11 でフーリエ展開す

ると,次のように表される:

L O> -n; A n IOnl>

β n

An-- exp (-÷ IOL2)√石｢

(13)

(14)

ただし. β は複素振幅を表すパラメーターである. このとき,コヒーレント状態

Fc.は次のように与えられる:

Fc.- Ie><eI

-n笥?=oAnTmI◎ nl><◎mlI
(15)

特に. コヒーレント状態の複素振幅 β (- β l+iβ 2) に対する最小不確定性に関

して,次の関係が成 り立つ.

△ 8 12 - △ 022ー-

△ β 12･△ β22--

次に.スクイズ ド状態について述べるH B】 まず,光子生成 ･消滅作用素 a半,
a を用いて,新たな作用素 b¥,b を

(

b-Aa+ILaX

b#-Aa#+FLa

で定義する. ここで, ),FL は複素数を値にとるパラメーターで,

1人 12 - 1/̀ l2 - 1

を満たす. このとき, b¥ と b には次の関係が成 り立つ.

[b¥.b] - Ⅰ

この新 しい消滅作用素 b の固有状態をスクイズ ド状態ベク トルという.

ble;A,jL>- (Aa+FLe) fe;),FL>
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先 と同様 に, ス ク イ ズ ド状 態 ベ ク トル を 3el の CONS l◎nl〉 で展 開 す る と. 次 の

ように表 される :

IC;A･p> -n笥 sn lOql>

sn= IA干 Iexp(-
Iγ I2+ Ie l2‥ せ 1

‖

2lll2 '' √ ~訂

ここで, Hnは n 次 Hermite多項式

d2

Hn(Ⅹ)≡ (- 1)nexp(x2)忘 r exp(x2)･

γ は式 (21)の固有値 :

r - Ae + iLle

lL ]n'2Hnl

(23)

である. ただ し. β はコヒーレント状態ベク トルと同じ複素振幅を表 している.

このとき, スクイズ ド状態 F,｡ は,次のように与えられる.

F,q Ie;A,FL><e;),p J

-nSS=osnTnIOnl><OnlI

特に, スクイズ ド状態の最小不確定性に対 して.次の関係が成 り立つ.

2
～

♂△

△ 822

IT
IT

:

ニ
△ β 12 ･△ β22

ユーiL I2

A+fLt2

1
16

(24)

これらの関係式 より A,p の値によって.複素振幅の直交成分 Ol,C2 の不確定

性をコントロールすることができる. このことをスクイージングといい.スクイズ

ド状態の最大の特徴である.

以上の準備の下で q｡ を求めると

q｡-tr3e2Ax(F)E-

=tr3e2
Il半日 plIe><e I+ p2Ja;A,FL><e;A,p I)

⑳l甘 8L> < 甘 81 Il l◎82><◎B2･l

となり. さらに計算すると次のようになる.
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q｡ - pln; (1- ワ)nf^nl2･p2n; (1- 7)nlsnI2

+p21√Texp【

pln荒くト ワ)nリ n12

i(1-7)I - 1〉lγI2+ll-(1-7)2rl

ただ し. T 字 iIl l2-(1-7)2lfLl2シー1 である.

tR 2･% 2日
(26)

S4.シミレーションと実験帯果

4.1 準備及び実農務果

前節で求めた各入力状態に対する誤 り確率の最適化を以下の条件の下で行う.

PCM:符号長 7.情報ビット4,誤 り訂正能力 1の (7,4)BCH符号 および

符号長 4,誤 り訂正能力 0の符号. ただし,符号語の重みにより誤 り

確率の億は違うので.各符号語の誤 り確率を求め,その平均値を PCM

の誤 り確率とした.

透過率 7 - 0.9

_(1)入力状態 F における光子数確定状態の重ね合わせの最適化

入力状態 F を式 (7)で与え,その最大入力光子数 n が 10の場合に最適化を

行う.

(i)制約エネルギー Cと誤 り確率の最適値の関係を調べる-(図 2). ただし,

PCMのグラフの名称は次のように表 した.

PCM- :PCM (誤 り訂正能力

PCM十 :PCM (誤 り訂正能力

∩いLnu
E..1hu

0

1
こ
こ

8

hp

t

t

(描)制約エネルギー Cを 1.0からそれぞれの最大入力光子数の億 まで 1.0刻み

で増やし,光子数の分布 ipilの変化の様子を調べる (図 3-5).

(2)入力状撃 _F におけるコヒー レント状態とスクイズ ド状態_め比較

入力状態をコヒーレント状態 とスクイズ ド状態の重ね合わせで与え.そのエネル

ギー比 Ec｡ : E,q が 1:2,2:1,1:1の場合に最適化を行う (図 6-9,表 2).
ただし.1:1のとき制約エネルギーによる条件は考えないことにする. また. E｡｡

と E,.の和は 6に固定 した. さらに.スクイズ ド状態の複素振幅の分散比

△ β1:△ β2 は 1:4.1:16でそれぞれ最適化を行う.ただし.各グラフの名称 は

(表 1)のように表 した.

△al:△a2 1:4 1:16

表 1 グラフの名称
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図 4 最適な入力状態の光子数分布の推移 (PCM+)
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図 5 最適な人力状態の光子数分布の推移 (PPM)

0_1 0.2
コヒーレント状態の比率 pl

図 6 コヒーレント状態の比率と誤り確率の最適値の関係
(Eco'.Esq - 1:2,誤 り訂正能力 tO=0)

め.3

9.1 ¢.2
コヒーレント状態の比率 p-

図 7 コヒーレント状態の比率と誤 り確率の最適値の関係

(E｡o:Esq - 1:2,誤り訂正能力 tO=1)
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_. . I ･ A ･ ･ - ･ ･ A ･ ･:;･･

0.7 8.8 0.9 1臥2 臥3 8.4 0.5 8.6

コヒーレント状態の比率 pl

◎ 臥 1

図 8 コヒーレント状鰻の比率と娯 り確率の最適値の関係

(Ec.:E,q = 2:1,娯 り訂正能力 t0- 0)

図 9 コヒーレント状態の比率と誤 り確率の最適値の関係

(E｡｡:Esq= 2:1,誤 り訂正能力 tO- 1)

△β1:△82 1:4 1:16

PCM- Pl=…0.P2言1 Pl=0.P2=1
minP;0.0287 minP=0.0094

PCM+ P1-0.P2=l Pl=0.P2=1
minP=0.0010 minP王0.0001

■PPM P1=0.P2El Pl=0,P2.=1

表 2 Ec｡ : EM - 1:1のときの最適化の結果
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4.2 考察r_

ここでは,';先の最適化 した結果をまとめる.

(1) 力状態 F における光子数確定状態の重ね合わせの最適化I

(i)誤 り;確率はいずれもi

pcM+ <PPM <PCM- >

申開俵が成 り立っている. また.制親エ ネルギー Cが大き くなるに従って,

それらの億の差畔小さくなる (J図 2).

(諒卜光子数の分布 1piTは,制約エネルギー Cがある嘩 CDよ9/)､さいとき,

分布 1f)i〉はある iで'pi章.1･O-となる一点分布になる.そして.pが Co
より大きくなると, なめらかな分布になる. この G の億はそれぞれの設定に

よってまちまちである.､このことは,.制約エネルギーが小さいとき.純粋状態

が理想的であるということを示 している (図 3-5).

(2)._入力状憩.F に,お.け'るコt:エレン十状態とネクイズ_7{状態の比較

(i)EGO : E, ｡ --1:2の略 pl(コヒーレント状態の比率)が大 きくなるに従

っていずれも､誤り確率が大 きくなる･ これは. p l が大きくな声と重ね合わせ
全体の平均光子数が小さくなるからと思われる (図 6.7).

(描) E?0 : E,｡ -2‥1の醸 p.(コヒーレント状態の比率)-が大 きくなるに従

って, PCMl. PPMl は誤 り確率が小さくなり. PCM2, PPM2 は

誤 り確率が大 きくなっている. これは.△ e l:△ C 2 が 1:16のときは 1:4

のときよりもスクイズ ド状琴の在 り方が鋭 く出てくるから,平均光子数が大 き
くなること>に対 してスクイズ ド状態の存在が打ち勝って,誤 り確率を大 きくし

ていると思われる. このことは.スクイズ ド状態を通信に使うことの有効性 を

示唆 しているようである (図 8,9).

(a)誤 り確率は PCM の誤 り訂正能力に関して

PCM+ < PPM < PCM-

の関係が成 り立っている (図 6-9).

(〟)誤 り確率はスクイズ′ド状態の分散比に関して

PCM l > PCM2

PPM l > PPM2

の関係が成 り立ってい る . こ れ は , ス ク イ ー ジ ン グ す る ほど効率が良 くなるこ

とを示 してい る ( 図 6 - 9 ) .
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(V)Ec｡ : E亨｡ -1:1の時.全ての場合

pl (コヒーレント状態の比率)〒 O

p2 (スクイズ ド状態の比率) -ナ1

となった. これは. コヒーレント状態よりもスクイズ ド状態を入力状態に用い

たときの方が効率がよいことを示 している (表 2).

S5.おわりに

前論文【81の延長 として. 本論文においでは,エネルギーによる種々の制約の下

で.誤 り確率を最適化 した.すなわち.平均エネルギーに制約を与え,入力状態と

して光子数確定状態の重ね合わせおよびコヒーレント状態とスクイズ ド状態の重ね

合わせを用いたときのそれぞれの誤り確率を計算 し.その重ね合わせの仕方の比較

を行った. とくに.いずれの場合においでも. PCM と PPM の効率の比較を

行った.その結果 本論丈で用いた数理モデルにおいてその誤 り確率の限界値を得

ることができた.今後. この方法でディジタル変調に関する通信効率を考えること

など様々､な応用が考えられるH l･12】
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