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近可積分ハミルトン系

He(Ⅰ.¢)-HD (Ⅰ)十eHl(I.¢)一日 ,め)(R■XT■ (1)

の不安定萩城,すなわち,KAMトーラスで満たされたKAM領域の補集合に於ける解の

振舞いについて,数学的に知られている主な結果の2,3を紹介する. ー

具体的には

(I)Nekhoroshevの定哩

(Il)Arnold 拡散

及び,それらに関連することを述べる.

(Ⅰ)Nekhoroshev の定理

(a_)yonZeipel-の摂動論

母関数 Ⅰ′¢十 S(II.4,)を持つ正準変換 Ce(Ⅰ.め)-(Ⅰ′,d):

Ⅰ=Ⅰ′十竺 (Ⅰ,¢) 卓,=¢十里 (Ⅰ,¢)
34 al

によって,ハミルトニアン (1)を,ある与えられた形を持つハミルトニアンに変換する:

He(C-I(Ⅰ/,d))=he(I.4')･

ここで

he-h(Ⅰ')十eh,(Ⅰ',4,)+e2h2 日'.¢)十････

h. (Ⅰ',め)- ∑ hn. (Ⅰ')e･p･･,h(Ⅰ')-H｡ 日′)
J/(好

である.方はZdのある与えられた集合.

母関数S,(1/.4.)は

S-cs. (Ⅰ',4')十e2S2 日′,¢)十･･･
で与えられているものとする.

方程式 (2)を変数 (Ⅰ.¢)に関して解くと,enの項を比較すると

u (Ⅰ′)･ 堕 n(Ⅰ′..¢)十Nn (Ⅰ′.¢)
a¢

n-1A

-∑ N._.(Ⅰ′.¢)十h¶ (114)
p=1

を得る.ここで

u (Ⅰ′)=墾 (Ⅰ･),
aI

(2)

(3)

N,.(Ⅰ',め)はS.,S2,･･･,S.-I (とH)から定まる同数.
A
NA_.(Ⅰ',め)はS.,SZ,･･･.SA_.とhD_,(とH)から定まる関数である.

ノヽ

とくに,N.-ll.(Ⅰ',¢).N.-0
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｢非線形力学系の基本問題｣

方程式 (3)は次の方程式と同値である

hn (Ⅰ′,¢)-P方Mn
aSTl

a (Ⅰ̀)･- 十 (id.-P好)MTt-0
a4

年だL nll A
Mll-Nn-∑ NA- ,

p=1

P7EはFouriermodewithガへの射影である.

(b)共喝静の捕造

以下,あまり本質的でか 朋 党を小さくするために.

d-3,HD-(I)-1/2 Ⅰ2 ,D-日 (R̀ ;ln R≦lIII≦RI

とする.したがって,al(I)-Ⅰ.

定義 ∑(J/):- 日 (RJ:Ⅰ･y-0〉 y(Zd

を order lノのreSOnarKeplane

∑e(J/):- (I(Rd;
II･JJI e'

llylt Iz'Id+l

(3)′

I L'(Z■.6>0

を (-ききがe'/IJ/ld'l)のreSOnanCelayer

∑(〟.･,):-∑(A/)∩∑.(V)

% doubleresonancefine

∑e(V,J/):-∑e(J/)n∑e(〟)

を (大きさがeQ/JvIA+I)の_douPJeresonan_celay9rという.

このとき.次の事柄が成立する:

Z/≠constv', Ivl,レ ′l≦N(e)-e~r (γ>0)

とすると,ベクトルV,L̂のなす角Cは

e>N (e)-2-e2'一ヽ′

このことから, doub一eresonance一ayer∑e(J/,J)の直径は <eq-2Tであるこ′ヽ′
とが分かる.同掛 こ.任意の2つの doubJeresonanceHne の距静 ま >e2' である_:I:_∫

ことも分かる.

(C)Nekhoroshevの定理

H. (Ⅰ)さ胡芋析的で.Dにおいて steep,すなわち

(S-1) Dにおいて,a (I)≠0

(S-2) Dの任意の部分線形空間Mに対して･H｡ (日 JMは高 複々素孤立特異

点を持つ.

を満たすとする.このとき, (1)をハミルトニアンに持つハミルトン方程式の解

Ⅰ(t)はeが十分小さいとき

ItI≦e-1exp(8--)に対して,II(t)-Ⅰ(0)I≦ebを満たす.
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萱盟の概略

(i)まず.ハミルトニアン ( 1)を
一-′ ■ヽ.′
He(Ⅰ,4')-H. (∫)十eH,(Ⅰ暮, 4･)

i▲こ▼コ

ただし HI (Ⅰ･¢)- l言 ≦;Y(e()I ) e Ly '. [H,〒リラzH言(I)e'T●̀〕

に置き換えても
■-

lH.-H.[≦const･e~coo't .Nl小

であるので,この置き換えによって.解は,1tJ～ecoD.t 刈りの問.e程度のみ相JT_=~
異なるだけである.したがって.以下ハミルトニアンとしてはHe(I,¢)を考察する.

(ii)Ⅰ(∑e (vJ,レ2)nD (暮J/I I,lJ/2 J≦N(e))のとき,

7{-7tlv.,JJ2]:- 12:,V.十 212レ2 ;Z..ヱ2(Z〉

として,YonZeipelの摂動法を適用する.Ⅰ(∑e (Z/.,J/2)であるので,それ

は可能である.それによって

hn (I',め),Sn (Ⅰ/,¢) 1≦n≦N(e)

を定める~J.このとき

ICe-id_I'-eE (f>0)

であって,新しtvヽ ミルトニアンは

he (Ⅰ′･d)-h (It). ∑ JBTiL')(…｢ '''0(exp(-e一f))(E,0)レ (7t,

の形になる｡最後の項を無視すると

∂he -

l I'--- ニー= (i?･Jl(!'he(･ep;I,V く好くvt I V 2 ,dt a4'' V(方,

ここで,7{(vl.V2):- trl上ノl十 r2L,i ; r.,r2 (R〉

よって,ⅠIの動く方向は,ほぼ7{一方向である.-5,∑e (J/.,.,2)nD の7{方

向の大きさ,すなわち,∑e (L'I,Z/2)nD の直径は <e･-2,であったから,Ⅰ′コd

の変動 の大きさはe4-2Tの程度である.Ⅰは∑e (J/.,J/2)を出れば,resonance

layer∑e (vl),∑e (zJ2)のいずれかに入り込むか,''nonrezonancezone",

すなわち.orderがN(e)以下のどのresOnanCelayerや doubteresonancelayerに

も属さない領域に入り込む.

(iii)Ⅰ(∑e (i/) (JL'J≦N(e)/)のとき,

(i日とまったく同様に,7{-方 [J/]:- t等レ;乞(Zi

として vonZeipe卜の摂動法を適関する.Ⅰ'(∑e (V)であるので,それは可能であ

る｡ (ii)と同掛こ,Ⅰ'0動く方向は.ほぼW一方向である.したがって,やはりⅠ厄
∑e-(〟)rを横切る方向に動く｡ ∑e (JJ)の愉ま-eqであったから,Ib変動はやは

りe｡の程度である｡ Ⅰは,∑e (i,)を出ると.nonrezonanc占zoneに入り込む.
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｢非線形力学系の基本問題｣

(iv)ⅠがnonrezonanCeZOne にいる場合,7{- (め)として.YonZeipel の摂動法を

適用すると.
●
I-0 (exp(-e-E))

を得る.

(d)星型

He(Ⅰ,め)-1/2 (I3--Ⅰ号)十_e sJ･n(4.I-¢2)

とする.このとき,

I. (t)-Ⅰ2 (t)ニーet,め, (t)-4･2 (t)--1/2et2

は解である.

(Ⅰ)Arnold拡散

(4_)

Hekhoroshevの定理により.不安定額域における作用変数 Ⅰの拡散の速度は極めて小さ

いことが分かった.定理の仮定のもとで,実際に拡散が生じることはArnold によって示

された.次の例がそれである :

H(Ⅰ,4')-1/2 (I12十 Ⅰ22)十 eH. (5)

H,- (cos4',-1)(1十JLB),B-sin¢2十COSt

相空間は X-R2XT' ) (ll,12,4･1 ,4'2,t)

である｡

定理 (A｢nold)

0<A.<A2 とする.∀e'>0 に対して,JLを十分小さくとると, (5)の解

Ⅰ (t)でI

I(0)<A., Ⅰ (T)>A2 (ヨT>0)

を満たすものが存在する.

証明り野崎を述べよう.

(a)まず _〃〒0__としよう:

HH) -1/2I.2十e(COS4'.-1).H(21-1/2I22

と置こう.JL-0 の場合,系はHH ,H(2)をそれぞれハミルトニアンに持つ系の直

積になっているので.ただちに積分可能である.トーラス

T_ :- tI.-0.4'1-0,Ⅰ2-ul

は系の不変 トーラスである｡このトーラスは,次の安定多様体Y ｡ ~と,不安定多様体

Y｡十を持っている (Arnold はこれらを whiskerと呼んでいる):

Y_土 :- tHtl)-0,H(2) -1/2u2〉

- 1Ⅰ,-a. Ⅰ.-±2√言-sin(め,/2)I

これらは,3次元の不変多様体である｡

Y_土は次の (tで..¢20)をパラメータとする,解曲線の2-パラメータ族からなっ
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ている:

Ⅰ, (t)-±2√言/coshで,Ⅰ2(t)-aI

¢,(t)=±2arccot(-sinhr).42 (t)-¢; 十4･(ト t!) (9)

ただL c-√言 (t-tQ)

(h)次に,JL≠0 ･としよ与 :

〟≠0 の場合も,トーラスT_は不変をままに保たれている.T.の安定多技体

Y.-,不安定多様体Y_+はもちろん.摂動される.その方程式を. 4'座標"Htl),

H榊 を用いて,

HM -Af(め,;4･2,t;aI)

Y. 土 : H'2'-1/2血)2十A三(¢I:4･1,t;a)

Ai(0;4･1,t;山)=0･A 土-0(〟)

と表そう.ただし,Y一十の場合は 暮卓,l<3/2好,Y_-の場合は I卓 . -27tl<

3/27E で考える.

Y_十とY冒~の交点を.¢l-方 上でさがそう.その交点は次の方程式の解である:

AT (7{;42.t;a･)-Al(7{;¢2,t;訂)

1/2a･2十A+i(方;¢2,t;a)-1/2石2+A-i (7t;42.t;a)

さて,

A土 (,t,･4･20 ,to:a))-k ∫

to d
- HtkI dt

字oo dt

(7)

である.ただし,積分は解曲線に沿って行う.なぜなら,t一宇∞ のとき,解は,トー

ラスT_にそれぞれ収束し,T●上では,HM -0,Ht2)-1/2山2であるからであ

るに 霊 H- dt-監 霊 H- dt ･0(p2,

である.ただし,右辺の積分は,〟-0 のときの解,すなわち.曲線 (6)に沿って積

分する.

JLS:(方;¢;,tO;a･)-

と置こ う.

JLaL土 (7r;4'! ,to;山)-
k

さて,

to d
- H… dt (積分は (6)に沿って)

丁oo dt

tH.H仙 〉d(t一七〇)
(積 分は (6 )に沿って)

6± (2r;4';,to･,A))-3 土 (7{;¢2.,tO;芯)-e(a)一石)L k

であることが,以下と同株の計算により分かる.したがって.方程式 (7)は次の方程式

と同値になる:
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｢非線形力学系の基本問題｣

8.-0(a-訂)十0(JL)

JLS2-ILO(u一石)十〇(〟2)十1/2 (u2 -石2 )

ただし

Sk:-8- (方;4･20,to;W卜 8: (7{;4･20,to;a)k

tH.Htk)id(t-tO) (積分は (6)に沿って)

(8)

さて,

tH,Ht27 ) -JLeI2 (1-cOS4･1)
aB

であるから,これに (6)を代入して計算を実行朗 も

62-27ta)2
cos¢20

si°h(好O/2√言)

同株に.tH.HM 〉-JJeI.sin4'1･B

であるから,これに (6)を代入して計算を実行すると

sinto
61-27t

sinh(好/2√言)
-3ユ

を得る.したがって,方程式 (8)は

62-0(JL)十
0(a)一石)

JL

∂1十∂2-0(〟)十

-23tu2
cos420

sinh(nd)/2√言)

0(u-ul sinto

JI Sinh(方/2√言)

と同値である.よって

u一訂-o(JL2),JL-0(e-I/JT-)

･-e-I/√㌻

･- e-1/√r

(9)

とすると.この方程式を4'20とtoに関して解くことができる.

こうして,a),石が条件 (9)を満たすとき,トーラスT_の不安定多様体 (whisker)

Y_十とTこの安定多様体 (whisker)Yも-は互いに交bることが分かった｡

トーラスの族 T_A(k-1,2,･･･,N)は,帆 -- ･1-0(〟2)のとき･

Arnoldのいわゆる推移鏡 (transitionchain)をなす.これによって,トーラス T叫の

任意の近傍に点がとれて,その点は,トーラスの族 T-.(k-1,2,-･N)の安定

多様休Y-( ,不安定多様体Y･{ の近くに沿って･次々と (非常にゆっくりとした速度

で)移動することができ,最後のトーラス T_.の近傍に到達することができる.詳しく

は.文献 (2)を見られたい.

最後に次の注意をしておこう･トーラスの族 T-I(k-1･2･････N)は･uk-

a)k.I-0(〟2)を満たしさえすれば何でもよいことに注意しよう.したがって, (5)

の解はⅠ2 軸に沿って,Ⅰユ 方向にどの様な運動も実際に可能である｡
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