
｢非線形力学系の基本閉篭｣

統計力学における可解格子模型

阪大理 阿久津 泰弘

1 vertex模型とIRF模型

以下では格子 とは正方格子を指す ものとす る･また,｢可解｣ とは (最低阪)1格子点

あた りの自由エネルギー f- -kBTlimN一班】ogZN が厳密に計算可鴨であることと

す る･2次元統計力学格子模型 (可解 ･非可解)には大 きくわけて vertex(頂点 )横型

と IRF(IllteraCtionRoundaFace:Baxterの命名による)模型 の 2種類がある.1 頂

点模型は格子のボン ドの上 に,IRF模型では格子点上に ｢スピン変数｣がのっている.

各局所的 云ビン配置に応 じて統計東率 (ボルツマン垂率)が定義 されている.一般 に

は任意のスピン配置が許 されるものではな く,頂点模型の場合は各格子点のまわ りの

ス ピン配置について,また,IRF模型の場合は各基本面の 4頂点の スピン配置 につい

て拘束条件およびボルツマン塵率が与え られ る･頂点模型 の例 としては,誘電体模型

S,I:i(u, lL jk dj b w(abc･d;u,

(Lieb-Wuの 6頂点模型,Baxterの 8頂点模型),IRF模型 の例 としては Ising模型,

Hard-hexagoIl模型 などがある･頂点模型 と IRF模型 はある意味で互いにdualな関

係にあるが,直接に-dllal変換'が存在す る場合と,もう少 し間接的な関係で対応す る

場合 とがある.

2 Yang-Baxter関係式

印に模型 を定義 しただけでは解けない.鍵 となる考え方 は

[11印独 の模型を扱 うのではな く ｢模型の族｣を考 える･つ まりボルツマ ン垂率 を

ある変数 (スペク トラルパ ラメタ-と呼ばれる)によってパ ラメ トライズす る･

l最近ではIRF校型のかわりに面模型という言い方もある.ここではBaxterの命名を等東する･
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[2】その族に屑す る各模型に付随 した堪 送行列 T(u)が互 いに交換す るよ うにす る･.

lT(u),T(V)]-0 Vu,V (1)

言 い換 えれば,｢互 いに交換す る転送行列の族｣ を柿成す る.

上記 抑 【2】のための十分条件が Yang-Baxter関係式 (以下 YIiR と略記)であ る

(Yang-Ba･xter方程式 と呼ばれ ることも多い),頂点模型の場合,YBR は次のようにな
る:

∑si'Qp(u)Sk?TP(･u+V)S,P,q(V)-∑瑠 (V)si;(u+V)spQqP(u)･
OPJY aβT

IRF模型の場合は

∑W(bdca;u)W(acfg;u+V)W(cdea;V)
C

ニー∑W(abcg;V)W(bdec;u+V)W(cefg;u)C

(2a･)

(2b)

とかける･IRF模型の場合の関係式は sLar-triangle関係式 と呼 ばれ ることも多い.2

この交換す る転送行列 の族 tT(u))を出発点 に して種々の問題 考統一的 に取 り扱 う (

b a i

解 く)方法が景子逆散乱法 (QuantumIIIVerSeScatteringMetllOd:QISM)である.

Zamolodchikovが指摘 したよ うに,頂点模型のボルツマ ン亜率 は 1+1次元多体晃

子系 における因子化 (factorized)S行列 の行列要素 と見 なす ことがで きる.この とき

YBR は S行列 の因子化条件式 とな っている.いま rapidityuを もつ 粒子 iの ` 内部

状態空間'を V.I(u)と し,S行列 operatorRt･j(u,V):Vi(u)⑳V,･(V)-Vj(V)⑳Vi(u)香
導入す るとYBR はつ ぎのようにかける:

R23(･U)R13(u+V)Ji12(u)-R12(u)R13(u+-V);R23(V) !3)

ただ しここでは Rt･,.(u,V)-Ri,･(u-V)となる ` 通常の琴合'を想定 している･R.lj(u)
がある小 さな pa･ra･meter(h とか くことにす る)による展開

Rij(u)-I+A･r.･,･(u)+0(h2) (4)

2もともとBa,xterはこの関係式を generalizedstar-tria.nglerelatiorLと呼んだp.これはこの関係式
が IsirLg模型で古くから知られていた ｢元祖｣star-triaglerelat;onの拡張になっているからである･
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を もつ と仮定 したとき,r.･j(u)の満たす関癌式

lr12(u),r13(u+V)]+【r12(u),r23(V)]+【r13(u+V),r23(V)] (5)

を古典 (classical)YBRとよぶ･この命名 に呼応 して最近 は本来の関係式 (3)のこと

を塁子 (quantum)YBRと呼ぶ,与とも多い･この割 畦YBRは古典完全畢 分系の鵠論
に用い られている.以下では単にJYBRとい う場合には桑子 YBRの ことを指 してい

るものとす る.

3 組み紐群との関係

正方格子を斜め方向 (450方向)か らながめることに し,この方向での転送行列Tx(u)
(diaginal-to-dia･gona･ltransferma.trix)を考える･Tx(u)は l̀ocalな'転送行列 X.I(u)
(subscriptiは 110rizontalposition)を用いて

TX(u)-Teven(u)rdd(u),
Teven(u)-x2,n(u)x2n_3(u)･･･x2(u),

Todd(u)-x2,n_1(u)x2n_3(u)･･･Xl(u)

)

~ヽ/
Jヽ

a
b

C

6

6

6

(

(

′1
.

と表 され る (横方向の格子サイズをn- 2m とした)･(X.A(u))を用 いると YBRは

Xt･(u)

-

･
n

●●●

2+.～1X･.川.1

-

.lL
J'～

●●●

Xi(V)Xi+1(u+V)Xi(u)-Xi+1(u)Xi(u+V)X.･+1(V) (1≦i≦n-1) (7a)

と表現 される.これと,自明な関係式

Xi(u)X,I(V)-X,.(V)X.･(u) (fi-jJ≧2) (7b)

を合せ ると,次の n 木組に対す る組み紐群 B,tの定義関係式 との頒似は明 らかであろ

う:

抽 +1bi-bi+1抽 +1, (i-1,･..,n+1) (8a)

抽 -軌 伸一井≧2) (8b)

ここで 作用素 b.･は i番目の紐 と i+1番 目の紐 とを組む操作に対応 している.(7)

pa:rametriqeされる ｢-臨界的な｣模型を選んで u,Vー ∞ とす ればよいことがわか っ

ている.つ まり公式

bt･-I.lj豊 Xt.(u) (9)

によって,臨界可解横型か ら組 み紐郡の表現がえらjlる.この公式か ら出発 して結 び
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4 1次元量子系との関連

交換す る転送行列の族 tT(u))が存在す ると,直 ちに,微分係数 (n≧0)

In-
dnlogT(u)

が involutiveな無限個の保存丑を構成す ることが導かれ る:

lIn,I,n] Vn,m ･

(10)

( l l)

特 に 2次元可解格子模型 の場合には -Ilが 1次元克子 ス ピン系の Hamiltonianをあ

たえてい る (Baxterの公式):

II = dlogT(u)

-T(0)-1T'(0). (12)

T(d)が righもーshiftoperatorであることを考慮す ると H は Ya･ng-Ba又teroperartor
X.･(u)を用 いて

〃-∑恥 +1
I

･It･･t･･1-一軍 L=｡ 里 '
と表 され る.特 に 6頂点模乳 self-dtlalPotts模型な どの Temperley-Lieb代数で記

述 され る模型の場合,II.1,t･+1は 定̀数 +Ui'(Uiは Temperley-Lieboperator)の形 に
な る.

BaxLerの公式 (12)は T(u)の最大固有値 と,Hの基底状態 エネルギー (絶対零

度 の性質) との問の関係を与 える.この公式 は丑子系の有限温度分配関数

zQ(p)-Tre-PIT
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｢非線形力学系の基本問題｣

の計算 に も有 効で あ る･(12)式 は展開 T(u)-T(0)(1-u･H)+0(u2)を与 え るが,

これか ら公式

e-βH-JiinJ i(0,-1T(A,]" (15'

が得 られ る･この公式 Jt基 づ き,さらにある trickを用 いると ZQ(♂)が diagonaLto･

dia.gonaltransferma･triXの最大 固有値 の有限 サイズ効果 と して正確 に計算で きる.

5 YBR の解法

厳密 に解 ける模型 を見つ ける七 は,~YBRを満 たす ボル ツマ ン東率 をみつけれ ばよい.

それには,YBRをボル ツマ ン藷率 に対す る関数方程式 とみな して こ-れを解 けばよい.

難点 は,この方程式系 は非常 な過剰決定系 にな ってい るため,解 の存在 自体 が 自明 で

はない ことで あ る.

現在では,多 くの無限列 を含む非常 に多 くの解が知 られている.これ らの解 は何 ら

かの方法 によ り発見 または構成 された ものであ る.その ｢方法｣には次 よ うな もの が

あ る.

[1】YBR か らボル ツマ ン東率 に対す る (多項式 型)的 束条件式 を導 きそれを 11王Ii-
formizeす る paramctriza･tioIlを得 る.

[2】適 当 な初桝条 件 を仮定 し,lLで微分 して多元連立非線形微分方程式 になお して

解 く.

【3】めの こで解 く.具体的 には,強い対称性 を もった模型 を考 え,解 が あ ると信 じ,

これ までの経験 に基 づいてあ る程度解 の予想 をたて,実際解 であ るこ一とを確 か

め る.

[4]組 みひ も群 の表現行列 b.･(-lim uー船X.A(u))を もとめ,その後何 らかの方法で u

を復活 す る.

[51古典 YBRを qlla･ntizeす る･

【6】すで に知 られてい る解を ｢合成 して｣新 たな解 をつ くる (̀rllSioll'ト

[1]の方法 は解 の ｢完全分塀｣とい う立場 か らlまbestで あ るが,最 も労 力が大 きい･

以下前号が上 が るにつJJLて ｢楽 に｣なるが,その代償 と して肺の ｢r取りこぼ し｣が生

ず る.

6 物理量の計算法

可解条件式 の解 を もとめ ること,つ ま り ｢解 け る｣模型 を得 ることと,その横型 に付

随 した種 々の物理員 を計算す ることは一応別問題である.計算すべ き物理量 と して は
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ll]fl･eeenergy-;specificheat寄,T(u)の最大固有値の みで決 まる bulkの thermal
な塁.

l2]correlationlengtll,illterfacetension寄,最大固有値以外 の同車値 に関 す る情 報
が必要 な もの.

[3】ma.glletization,'polariza･tion等 の orderparameter,1点関数 (locallleiglltprOb-
abilityS).

【4】2点関数以上 の corl･ela･tionftl-1Ctiollや sllSCepもibility等の応答関 数

[5]critica･lexponents

lGlrlnitesizecorrection,centralcllarge

l7]ゝ1次元塁子系の種 々の酎 g,｡､lndstateenergy,有限温度 f,e｡energy,｡Ⅹ｡itati｡n
spectrtlm,SPa･CC-timecorrelationfunction,･..)

な どい ろい ろあ る･ この うち bllllくfreeenergyに関 して は T(u)のみたす関係 式

(inversionrelations)に基づ くきわ めて簡便 かっ有効 な方法 が あ る.1点関数 につ い

て は Cornerもra.nsfcrma.trixによる方法が ある.しか しなが ら現状 で は これ らの方 法

の有効性 は,比較的対称性 のよい横型 に限定 されて いる.よ り一般 の校型や他の物 班

員 の計算 において は (現状 で は)BetlleAnsatz(QISM におけ る algebI･atizedBeHIC

Ansatzも含めて)法が不可欠であ る･

7 他の問題との関係

YBRに基づ く可解格子模型 の系統的研究が始 まってか ら約 10年 にな るが,その初 期

には考 え られなか った ほどに種々の問題 との関連 が明 らかにな って きた.例 えば

● 数論

●collforlllalfieldtlleOry

●vonNcuma.1111環

●景子那

● 結 び目fF;7!諭

･topologlCalqua.nhlm fieldtheory

●･･････

な どが挙 げ られ る.これは YBRが ｢単 な る｣可解条件式 な どで はな く,まだ我 々 に

はその本質が十分 にはと らえ きれていない,何か非常 に深 い物理的 ･数学的実体で あ

ることを示唆 してい る.
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8 基本問題

ここでは現在の時点でまだ十分には解決され て い な い問 題 や 今 後 の 問題 を思 い っ くま

まに挙げてみたい.

･YIiRの解法の軍備

･YBRにはいったいどれだけの種柳の解 が あ る･の か ? (分 痕 悶 儲 ).

･̀具体的な物理系への応血判をで きるだ諺 くL探 す こ と.(表 面 /･.界 面 の 系 な ど )

●QISM の整備:物哩塁計算の簡単化

.与えられた因子化 S行列か らそれを S行列 として もつ量子 系 の ⅠIamiltonian

を具体的につ くること.(再現問題)

●YBRの解か ら作 られる結び目 ･絡み目の不変量には,いったいどれだけの種類

のものがあるのか?またその強 さは?

●YBRの高次元化

● いったい YBR とは何なのか?
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