
研究会報告

ソリトン問題におけるT函数理論

東京大学工学部物理工学科 薩摩順吉

1.は じめに

1981年以降､佐藤幹夫氏を中心 とした主に京都大学数理解析研究所のグループが展

開 してきたT函数の理論は､ソリトン方程式およびその解の代数構造を明らかにした画期的

な理論である｡

ここでは､特にソリトン方程式と普遍グラスマン多様体との関係を発見 した佐藤氏 自身の

成果 (以下では､佐藤群論と呼ぶことにする)を､しできる限り分か りやす く説明することを

試みる｡ そのために､高級な数学的述語を用いることは極力は避けることにす る｡ その後 ､

佐藤理論の多成分系や離散系への拡張について述べる. また､それ らの結果を用いて､1/uリ

トン方程式のもつ保存量や対称性について議論するとともに､r函数の理論自身の拡張可能

性について も触れる｡

2.佐藤方程式

佐藤理論の基礎は､常微分方程式の解 に関する基本的な結果にある｡ 次のような作用素

(擬微分作用素という)を考える｡

W-1+wla-1+ W28-2+W30-3+ ･･･

ただ し､W,.は a.の関数で ∂~nは形式的に∂~n-(蕊)~nで定義 されている｡ これは､
Leil二)nitz月rL､

芦n(n-1)… (n一 丁十 1)
∂nf(I)-∑

r=0
r ! da･r

畏 ∂n-r

を,n が負の整数の場合にも成 り立っとして導入 された ものである｡ 簡単のために有限個 の

項か らなるW(-Wm )- ∂m+wl∂m~1十 ･-+wm について次の常微分方程式を考える.

Wm∂mf(I)-(∂m+wl∂mll+ -･十wm)i(x)-0

この式は､m 個の一次独立な解 J(1)(a･),I(2)(x),… ,i('m)(3;)を持つ.が､すべて

F'j'(x)-ELj'+去et,'右左離 2十･-, ∫-1,2,-,-
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｢非線形力学系の基本問題｣

のよ う に Taylof展開できlる と す る . こへのとき､その係数 か らな る行 列

▼~~■､
■■■●--

(

d l) e£2)∴ ‥ Etm )'

E 王1) E壬2) … dm )

の ランクは m で､=は

棚 -1(I,A,蛋,-)≡-0
を満足する. 一次独立な解か ら逆･にWmを構成すると､

I(1) f(m)

Wm -

∂m~lf(1) … ∂m-1f('TL) ∂-
amf(1) alnf(m) 1

∫(1) J(…)

∂m~lJ(I) .‥∂m~lJ(m)
が得 られる｡ この式の分母は Wronskianになっている_ことを注意 したい.

さて､ここで x以外の独立変数を持ち込む. シフ ト作用素

0
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を導入すると､

と書 けるが､これを用いて､
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研究会報告

と表わすことができる｡いま､解f('')が無限個の時間変激 i-(il-3,l2,i3,...)にも依存
しているとするoただし､その華 存の仕方は､H(3;i)-expCAexpq(i,A)≡であると考 え

る. ここで､77(i,A)-∑nw=1inAnである.expq(i,A)を次のように形式的に展開するD
00

expIilA+i2A2十i3A3+-･‡-∑ pnAn
n=0

展開係数は

po-1,pl-ll,P2-を(il)2･i2, P3-吉(il)3･(il)i2.i3･

のような多項式であり､艶 -pn二m, (pn-0forn<0)というきれいな性質を持 -
ており､対称群の表現論で重要な役割を果たしているものである｡この多項式を用いて時間

変数 も考慮 したH(3;i)は､

H(x;i)-
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と表わせる｡ ここ七､ht'.)(3;i)は初期値 h(a;0)-I(,')(ご)を持つ線形偏微分方程式

(孟 一芸 )h(I;i)-0, n-1,2,･･･

の解である｡また､躍 (3'i)-瑠警-旦二吐出 も成 り立っているoWm(すなわちそ∂3n
の係数 W)I) も時間変数 iに依存 しているとすると､これまでの結果から､

Wm(諾;i)-

ん㌘ … 軒 ) ∂-m

h崇)_1 ...htim_)1 ♂-1
症 ) … h怒) 1
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｢非線形力学系の基本問題｣

と表わすことができる. なお､この式の分母が後述のT函数である｡

このようにして構成 したW(3;i)の時間発展を表わす式は､常微分方程式の解の性質を用

いて得 られ､

些 =BnW-w ♂n,
-∂ln

Bn-(WanW -1)+

となるが､これは最初に定義 した W に対 しても成 り立っ ものである｡ただし､()十は作用

素の中で∂-nを含まない部分を表わすO この式が佐藤方程式である.

3.KP方程式系

佐藤方程式から､ソリトン理論で重要なLax形式やZakharov-Shabat形式が自然に導か

れる｡ たとえば､

L-W∂W~1,L-♂+u2∂-1+ u3∂~2+u4∂-3+･-

という作用素を考えると､これは一般化されたIJaX形式

aL
- -【Bn,L]-BnL-LBn,
∂ln

を満足す ることが示 せ る. た だ し ､Bn-(Ln)+であり､ー具 体 的 に は ,Bl -∂,B2-
∂2+2u2,B3-∂3+31L2∂+3-L3+ 3u2.8と表わされる.この L ax 形 式 か ら 無 限 個 の非線形
方程式が得 られるが､意味 の あ る 最 も簡単なものがRadom tsev-P etviashvili(K P ) 方 程 式､

; (4㌢ 12u22 - % )-3% -0

であるので､I(P方程式系と呼ばれている｡

IJaX形式に付随 した線形問題

Ld,-折 詰 -Bn*湯 -0

を考えると､Lの定義から,少 は佐藤方程式中の W)･と直接関係がつき､

4-(1十号 +買 +-･)exp(io+A-tl.'212････)

と表わされる｡以上の結果,KP方程式系に含まれる方程式の解は佐藤方程式の解に密接 に

関係 していることがわかる｡
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4.で函数_

2節で提出 した佐~藤方程式の解は u,jでみたとき､分母が Wl･OnSkian､ 分子がそ才tに対

してある微分を施 したものになっており､分母が解の構成において重要な役割を果 している

ことになるO こすLをT函数というo すなわち､

T鈍 ii)-

hU) htm)

h(ll) h(lm)

幻川一
≠ゾ一

.

4'''
h

岨 勺▲

･
･･禁乱川

ここで比､その構造を調べてみるこよにす るの

か函数凱 行列 tll細'=,;gljの慮 初め Ian行を.とってきた ものの行列式鑑hな -ているo その華
果､､街~列の積の行列式 に対するミ展;開く定理を用いると､

･(i)- ∑ sy(i)Ey
O<LI<L2<･･.<Em

ただ し､

Sy(i)-

1

1

+

a

l
l
.
･
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州

p

J
l
m
rI

1

+

払

i

･
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瑚

p

hp
.

甜i皿

.

..(
-tf.つ

PLm

PLm-1

PLm-m+1

および､

と表わされるO ここで､和は m 個の非負の整数のすべての可能な組合せに対 してとられて

いる｡

数の組 (el,e2,- ,2m)に対 して､佐藤氏考案の Mayaゲームという石並べゲームが対応

する｡ また､MayaゲームとYoung図形との間に 1対 1の対応がある｡その結果を使 うと､

T函数は

･(i)_- ∑ sy(lJfy

¢≦y≦mi匠

と書けることがわかるo 上式で､潮 は m+1行よりも小 さなすべてのYoung図形に対 して

とられている｡
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r非線形力学系の基本問題｣

一般に､任意の解析函数は Sy粥 を剛 ､て､f(i)-∑ySy(i)cyと展開で きるO ただ

し､直交条件から､C､′±Sy(∂̀)f･(耶 =oとなるo また ∂ヾ̀-(款,-与怠,吉患,- )であるo
T函数の場合､-その構造上係数 Ey は Placker関係式 という拘束条件を満足することが必要

となる.ここで簡即な例でみてみることにしよう｡k,el<C2<23に対 して､次の恒等式が

成立する｡

上式をラプラス展開すると､
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いま､(k･,el,22,23)-(0,1,2,3)と選ぶと､これは

緑 由一坤 +紅向-0

に同 じであるoSyの直交性､S､′(a,)syJ(i)lt=｡-SyyJ,を用いると､Ey(S)-Sy(虜)T(S)
と書けるので､上式は

54(a,),(i)屯 (bt)T(i)-A(a,),(i)辱 (bt)T(i)+危 (∂L),(i)SB(∂t)T(i)-0

となるoSrの定義を用いると､これはさらに､

(4D̀lD̀,-Dt14-3Dt,2)･T(i)･丁(i)-0

と書けるo ただし､Dは広田の演算子であるO 上式は双-琴形式で書かれたKP方程式に他

ならないo この結果を一般化すると､T函数を Sy(i)で展開 した元 ヵゝ らl(P方程式系が直

接出て くることがわかる｡

最後に､佐藤方程式､Lax方程式および付随 した線形問題に現われ.る変数はたとえば､

W,･-吉p,･(-∂t)T,u2-品 logT,i-dLl-r穎 二堅 ｣ e- 1十人2t2･･･l

1

T(il,i?,･･･)

と書けることを指摘 しておく｡
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5.で函数理論の拡張 と応用

で函数理論は初めて提出されて以降､さまざまな方程式系に拡張 されてきた｡ ここで､そ

の うちの二つを紹介 しよ う｡一つは多成分 ⅨP方程式系である｡擬微分作用素

W= E+wla-1+W28-2+ W38.3+ ･･･

を考 えるoここで､E Eます.干r単位行列､-,･はその成分が C とl-(i'll',l',1',･-,l'lr',l',r'･･･)
に依存 している I･×r行列である｡作用素

L≡W∂W-1-∂+u(2)∂-1+u(3)♂-2+ -･,

C(l')≡W EiW-1-E.I+C(7'1)∂11+a(i2)∂-2+ ･･･,

Bil')≡(CiLn)+ i-1,･･･,r,

を導入す ると､ 3節 と同様

- -lBii,,L,･欝 -酢 C(メ)】

aL

ali'')

の一般化 された Lax形式が得 られるo ここで ∂/a-E(ll)+∂/ai(12)- ∂/axの関係が成立 して
いることを注意 しておく.r-2の場合にこの形式か ら得 られ るも′つとも簡単な非線形方程

式 は

aocL'l(,12.1,'∂2C'1121' 軒 (蒜 +茅 購 'ci,Ilo,･-一 一研 --2C(1121)2Ctlll)+2ci121)u(1…),aui21)
のよ うな ものである｡ いま､

蒜 -i(射 影 ,嘉 一誓(# +茅 ),嘉 一誓(茅 藩 )･

Q-左 (u'121㌧ uS22'),a(ll,1'-A,cSlll'-A･
の変数変換を施す と､上式は

ijl,).+Axx+Ayy-IAt2̂ -2QA,-Qxx+Qyy-一回1,x

となるが､ これは Davey-Stewartson方程式 に他ならない｡

もう一つの拡張は2次元戸口方程式系である｡ 差分作用素

W(∞)(S)-1+W(1∞)(S)e-∂8+Wを∞)(S)e-2∂s+Wと00)(S)e-3∂亘･･･
W(o)(S)-wto)(S)+･tL,fo)(S)e∂S+w墓o)(S)e2∂.+wi0)(S)e3∂8十 ･･･
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｢非線形力学系の基本開港｣

を考える｡ 作用素

L-W(∞)e∂sw(∞)-1-e∂&+ul･(S)+tL2(S)e-∂s+u3(S)e~2∂B十 ･-

M-W(0)e-∂ew(0)-1-vo(S)e~∂S+vl(S)+V,(S)e∂3+V3(S)e2∂s十･･･

を導入すると,やはり3節 と同様,

芸 -【Bn(S)･Ll･芸 -lcn(S),L]･諾 -【Bn(S),M),諾 -lcn(S),M],

の一般化 された I,ax形式を得るoただ し､Bn(S)-(Ln)+,Cn(S)-(Mn)_ である｡ここ

で､+ は e-∂B,e-2∂e･･･を含まない部分を表わ し､_ は eOae,e∂6,-･を含まない部分を表I

わす｡ この形式か ら得 られる自明でないもっとも簡単な方程式は

聖地 -vo(S)(ul(Sト tLl(S-1)),箸 とニーvo(S･.)･vo(S)∂3:1

となるが､ これは2次元戸田方程式 に帰着 されるものである｡

T函数理論はソリトン方程式の解の構造を明 らかに しただけでなく､方程式の持つさま

ざまな性質について明解な解釈を与えたOここや､r函数理論の一つの応用例として､ソ リ

トン方程式の朗著な性質の一つである無限個の保存量及び対称性の存在について議論する｡

ただ し､簡単のために KP方程式に話を限ることにする｡

微分作用素 ∂を 3節で与えたZ,の逆べきで

∂-L+qi1)L-1+q皇1)(,-2+qil)L-3+ -

のよ うに表わすoLの定義 と比較することによって､q51)は wn,n-2,3,･･･で書 くことが
できるO 上式を線形問題の解せに作用 させL4,-人4)を用いると､

00
£ EogQ-A･∑U,U/A,Ij=1

が得 らalる｡ こj'Lか ら

筈-;(孟logQ),q'1'≡差 U,"/"'
となり､1,を 人で展開 して､人のべ きを比較することにより､各q51)が保存密度を与え る
ことがわかるo Lax形式を用いて､u3,tL4,- を 1L2で表現すると､ q)tl),)A-1,2,3,･･･は
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I(P方程式の無限個の保存密度を表わすことになるO さらに､車に対 して､£ (仲 ')は線 形
化 された KP方程式

芸 言 憲 一 3品 (us)-言∂瑠 - o

を満足 していることが示せ､その結果､£(函 *)を 人で展開 したものは7(P方程式の撫 限

個の対称性を与えることがわかる｡ なお､T函数による表現を用いると､各対称性は IL･2を

佐藤理論で導入 された無限個の時間変数 inで微分 したものになっていることも示せるO

6.おわ りに

これまでで函数の理論の紹介 と拡張および応用についての議論を行なってきた｡ 興味あ る

テーマとして､(とくに高次元問題へ) さらに拡張できるかということが挙げられる｡ そ の

点について最近の研究結果の一つを紹介 して稿を閉 じることにする｡

4節で述べたように､ T函数が KP方程式の解になっていることは､恒等的に0であ る

行列式を ラプラス展開することによって示せた｡ 同様の手法を

f(n-1)cl
f(nll)clyl

I(n-1)xl(n-2Jyl
I(nll)31(n-1)yl
f(n-1)clnyl

ん｡l
fnrlyl

Jncl(n-2)yl
fnGl(n-1)yl
fnClnyl
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｢非線形力学系の基本問題｣

fall I(n-2)31
fclyl -I(n-2)clyl

の行列式に適用 してみる. ここで A は

i(n-2)y. fC;(n-2)yl - f(n-2)81(n-2)yl

I(n-1)yl fcl(n-1)yl -･ I(～-2)Dl(A-1)y･l
fnyl fGlnyl I(n-2)aClnyl

で与えられる行列である｡この行列式をラプラス展開 した式から､fが ∂F/Oxk-∂hf/∂Xf,

∂f/∂yk- ∂hf/aylhを満足 しているとき､

丁=

f fcl I(～-I)3l

fyl fclyl I(n-1)C1yl

I(;-1)yl I(n-1)ylBl - f(n-1)cl(nl1)yl

は3次形式で書かれた方程式､

pi(a)pl(-∂l)T Pi(a)pm上 ′々)T Pi("飢り
〝
pn(-a')T

pj(♂)pL(-∂')' P,･(香)pmト∂'), p,･(♂)pn(-∂′),
pk(∂)p,(-b')T Pk(∂)pmト∂')' pk(a)pn(-∂')T

=0

の解 となることが示せるo ここで､∂'Eま∂'-(鼓,妄念 ,喜怠 ,･-)で定義 さjlているも
のである｡(i,i,A)-(∫,m,m)-(0,1,2)のもっとも簡単な場合､上の方程式は変数変換

W-鼓 JogT,q--2p2ト5')logTによ-て､

wy3-(wyl+q)y.,(qC,+qcICl)wCl- (wC,十wGlCl)qCll2wx31-0

の結合型方程式に帰着される｡これは4次元の方程式であり､上記の3次形式で表わされる

方程式は本質的に新 しい系を与えていると考えることができる｡
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